Transicéo para DEE 1

Modulo 9

Transicao para a DEE

(o texto das préximas 3 paginas repete a parte final do texto teérico do médulo 8)

Ao estudar a Matriz de Leslie, A, viu-se que a estrutura da populagéo ao fim de n intervalos
de projeccao, pode ser obtida calculando a n-ésima poténcia de A. Torna-se portanto interessante
ter meios para avaliar as caracteristicas de A" . Infelizmente, o assunto n&o é simples, por isso vou
adia-lo por algum tempo. Para ja, o exemplo numérico a seguir vai permitir deduzir outra
propriedade interessante de A.

Considere-se a LT utilizada em moédulos anteriores,

Idade (x) | x Sx m x
0 1.000 0240 O
1 0.240 0.242 20
2 0.058 0.000 24
3 0.000 - -

e recordem-se os valores numéricos de P; e F; ja obtidos para a mesma. Pressupondo que se trata
de um reprodutor sazonal e que os census ocorreram logo antes dos nascimentos, p=1, construa-
se a matriz de projecgao para a populagéo,

A_|F R]_[ 48 576
|P 0] |0242 0
A matriz tem dimensao (2, 2) apesar da populagéo ter trés estadios. Contudo, se se tentasse
acrescentar mais uma linha e uma coluna com F3; e P,, seriam ambas nulas.
Exercicio Verificar que isto é verdade.
Suponhamos que no instante t estavam 240 e 0 individuos, respectivamente, nos estadios

1 e 2. A projecgao da populagdo para o instante t+1, faz-se multiplicando o vector-coluna com a
estrutura etaria, pela matriz A (eq. 8.12),

N = 48 5.76|| 240 3 1152
“t10242 0 || 0| |58.08
onde 1152=(4.8x240)+(5.76x0) e 58.08=(0.242x240)+(0x0) sao, respectivamente, o numero de

individuos no estadio 1 e 2 em t+1. Este procedimento pode ser repetido mais vezes, para obter
sucessivamente N, N3, etc. Os resultados seriam,
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_ [5864.14 _[29753.64 _ [150991.63 _ [766234.01
2| 278.78 ©3 1 1419.12 4| 7200.38 5| 36539.97

Os importantes resultados encontrados quando se estudou a LT, nomeadamente a
estabilizacdo das proporgdes de individuos em cada estadio, também se pode observar aqui. As
propor¢des de individuos em cada estadio, mostram que a Distribuicdo Etaria Estavel (DEE) foi
atingida em t+3. Representando por n; o vector com as propor¢des de individuos em t, tem-se,

0.9520 0.9545 0.9545 0.9545 0.9545
nl+l = n1+2 = nt+3 = nt+4 = n1+5 =
0.0480 0.0454 0.0455 0.0455 0.0455

O quociente entre o ndmero sucessivo de individuos no estadio 1, Nq,.4/N¢y, tende a
estabilizar num valor constante, a medida que as projecg¢des avangam. De facto,

1152/240=4.8, 5864.14/1152=5.090, ..., 150991.63/29753.64=5.075, 766234.01/150991.63=5.075

Esse valor é 5.075, que ja a propdsito da LT vimos ser A, a taxa de incremento da
populagéo. Se calculassemos N,,..1/Ny; para o estadio 2, chegavamos a mesma conclus&o. Apds a
DEE ter sido atingida, é possivel portanto obter Ny, a partir de N, simplesmente multiplicando este
ultimo por A.

Neste momento dispomos ja da informagédo necessaéria para estabelecer uma relagéo entre

A e A. Vimos que N5 tanto pode ser obtido multiplicando A por N, como multiplicando A por Ni.q4.

Por outras palavras, uma vez estabilizada a estrutura etaria, o nimero (ou escalar, para usar a

linguagem da &lgebra) A, produz uma transformagcdo em N que é equivalente a transformagao
causada pela matriz A :

AN=AN [8.14]

Em algebra, um escalar com esta propriedade €, por definicdo, designado por valor
préprio da matriz A. Ja agora, também por definigdo, um vector N que verifique a igualdade [5.14]
designa-se por vector proprio de A correspondente a A. Se N é um vector proprio corresponde ao
valor préprio A, entdo cN também o &, sendo ¢ uma constante qualquer diferente de zero. Uma
matriz quadrada de dimensao (n, n) cujos elementos sao ndo-negativos, tem, pelo menos, um valor
préprio diferente de zero e, no maximo, n valores proprios diferentes, habitualmente designados
por A4, A2, Az, ..., An. O maior dos valores proprios, em termos absolutos, € designado por raio
espectral da matriz e tem um interesse especial para nés. Vou representa-lo por A1. No exemplo
numérico apresentado, A4 =5.075 é um valor proprio de A. Acontece que A tem ainda um segundo
valor proprio que é A, =-0.275. O raio espectral é portanto A4 =5.075.

De um modo geral, é possivel demonstrar que, uma vez atingida a DEE, a taxa de
incremento da populacgéo, A, é o raio espectral da matriz de projec¢do da populagéo, \,. Qualquer
dos vectores proprios correspondentes a A, permite determinar a DEE da populag&o.
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Uma vez atingida a DEE, a matriz de projec¢do pode ser substituida por A4 na equagao
Nt+1= A Nt [812]
Nt+1= A 1 Nt [815]

O numero absoluto de individuos no futuro, pode ser projectado elevando A4 a uma poténcia igual
ao numero de intervalos de projeccdo desde o momento em que a DEE é atingida:

N¢= 1Y No [8.16]
sendo Ny a populacgao inicial em DEE.

Falta s6 acrescentar que valores e vectores proprios de matrizes quadradas, sdo entidades
perfeitamente respeitaveis em algebra matricial e que existem técnicas para os calcular
directamente a partir de A.

Chegamos entédo a um resultado curioso. Dada a LT de uma populagédo, podemos construir
a sua matriz de projeccdo. A DEE da populacédo e a sua taxa de incremento em DEE, podem ser
obtidas de imediato, sem necessidade sequer de projectar a populagéo, por aplicagéo de [8.12] ou
[8.13] (ver mddulo anterior).

Retome-se a LT, a fim de construir A nas outras trés situagdes ainda ndo contempladas.
Em todas, a matriz tem dimenséo (3, 3),

Fl FZ 3

A=|P, 0 0

0 R O

e 0s seus elementos sao,
caso p~0, caso 0<p<1, reprodutores continuos,

48 5808 0 4808 5187 0 1176 6.045 0
024 0 O 0241 0 O 0.24 0 0
0 0242 0 0 0195 0 0 019 0

Exercicio Verificar se os elementos de A estdo correctos em cada caso, usando as equagodes [8.1]
a [8.7] do texto tedrico do médulo da Matriz de Leslie (sdos as equagdes dos P;’s e F;’s).

Exercicio Qual é o raio espectral que esperamos que tenha cada uma destas matrizes,
comparativamente com o caso px1 ?

O caso p~0, consiste em projectar a mesma populagédo que o caso p~1 pois continuamos a
assumir tratar-se de um reprodutor sazonal, tendo apenas mudado a época do census. Nao ha
razao para que A, mude. De facto, os valores préprios sido, neste caso, A =5.075 e A, = -0.275,
exactamente como no caso p~1.
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No caso 0<p<1, continuamos a assumir tratar-se do mesmo reprodutor sazonal. Nao
haveria em principio razdo para ter um ), diferente. O valor de p, porém, obrigou a utilizar valores
de I, com x decimal. Estes valores foram aproximados através de médias, conforme explicado no
modulo da Matriz de Leslie. E de esperar portanto que A, seja diferente do caso p~1, mas pouco
diferente. Os valores proprios de A para 0<p<1 sao, de facto, A4 =5.055 e X, =-0.275.

Finalmente, no caso de reprodugdo continua, vimos que ao mantermos o improvavel
pressuposto m,=0, fomos conduzidos a um valor de F; muito baixo. E de esperar que a taxa de
crescimento da mesma populacéo, sob pressuposto de reproducdo continua, seja entdo muito
inferior ao caso p~1. De facto, para reprodugao continua, os valores préprios de A sdo A, =1.928 e
A2 =-0.752. O raio espectral A,= 1.928 ¢ significativamente inferior ao anterior 5.075.

Resumindo, uma populagcdo com taxas vitais constantes tende para a distribuicdo etéria
estavel (DEE). Uma vez em DEE, a populagdo cresce geometricamente e a matriz de projecgao
pode, a partir dai, ser substituida pelo maior valor proprio da matriz de projecgdo. Até aqui nada foi
dito, porém, acerca da forma como se da a transi¢ao para a DEE.

A forma como a populagao converge para a DEE, depende dos valores das suas taxas vitais
por idade. A populagédo pode convergir rapidamente e de forma mondétona, pode levar muitos anos a
convergir e fazé-lo com oscilagdes, ou pode mesmo n&o chegar a convergir. Esta ultima possibilidade
nao fazia sequer parte das previsées de Alfred Lotka e constitui uma excepgao que, embora pouco
relevante para populagbes humanas, é importante para algumas espécies bioldgicas. A seguir
analiso o comportamento da populagao durante a fase de transi¢do para a DEE. Um ensinamento
desta analise, € que a ocorréncia de oscilagdes na abundancia duma populagdo ndo €
necessariamente devida a influéncia de factores exteriores a mesma. Certas combinagdes de I, e my
podem, por si s@, originar oscilacbes da densidade populacional. Outro ensinamento é que a
diminuicdo (ou o aumento) do numero de individuos duma populagédo, ndo €&, necessariamente,
revelador da tendéncia a longo-prazo da dita populagdo. A mera observagédo da abundancia ao longo
dos anos, ignorando as taxas vitais, pode portanto originar falsas projecgdes do futuro da populagao.

9.1 Decomposicéo de N,

Vimos que uma vez atingida a DEE, o futuro da populagéo é determinado inteiramente pelo
maior valor proprio de A (eq. 8.15). A estrutura etaria em t+1 é calculada por,
Ni+1= A Nt = A1 N

Como vimos, a estrutura etaria em DEE, Ny, € um vector proprio de A correspondente a A4, uma vez
que verifica [8.14]. A estrutura etaria Ny, por sua vez, é também um vector préprio correspondente a
A1, pois € obtido multiplicando uma constante por N;.

Quando a populagédo com que se inicia os calculos ndo esta em DEE, a matriz de projeccao
A pode ser usada para calcular N4, mas a equacgéo [8.15] ndo € (ainda) verdadeira. De facto, no
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periodo de transicdo para a DEE, a projeccdo da populacdo € influenciada por todos os valores
proprios de A e ndo apenas por A4. Vejamos porqué.

Quer a populagéo inicial, Ny, esteja em DEE quer ndo esteja, € possivel demonstrar que o
vector com a estrutura etaria da populagdo em qualquer ano posterior, N, pode ser decomposto na
forma de um somatdrio, onde cada parcela tem um valor proprio de A e um vector préprio
correspondente a esse valor préprio, respectivamente, A, e v;:

Ny, =A"N, =C AV, +C, A0V, + C,AV, +..+ C ALV, [9.1]

t+n

Nao vou demonstrar este resultado formalmente. Os leitores interessados devem consultar
Caswell (2001, Cap 4) ou Yodzis (1989, sec. 5.1). Vou contudo dar uma nogéo intuitiva de que é
verdadeiro. Um resultado bem estabelecido em algebra de matrizes é que os k vectores proprios de
uma matriz quadrada (v, Va,..., Vk) séo linearmente independentes entre si (e.g. Searle 1966, p. 167).
Geometricamente, isto significa que os vectores proprios séo todos perpendiculares uns aos outros e,
portanto, constituem a base de um espago vectorial com k dimensdes. Qualquer vector de k
elementos faz parte deste espaco vectorial e, portanto, pode ser representado como uma
combinacao linear dos vectores proprios da matriz. O vector N;, em particular, tem dimenséo k e
portanto pode ser representado por,

N =c,V,+C,V, +C,V,+...4C, V,

onde os c¢/’s sdo constantes cujo valor numérico depende dos elementos de N Multiplicar A a
esquerda por Ny, equivale a multiplicar cada parcela desta soma pelos valores préprios de A, como
se pode ver em [9.1], devido a definigao [8.14] de valor proprio. O expoente dos A’'s em [9.1] deve-se
a multiplicagao n vezes repetida de A, a fim de obter Ni..

9.2 Transicéo para a DEE

Suponhamos que N; ndo esta em DEE e considere-se o que acontece ao calculo de Ny, a
medida que o tempo passa, isto é, a medida que n tende para +~. Como 0s ¢/s € 0s V's sédo
constantes, a contribuicdo de cada parcela de [9.1] para a estrutura da populagdo em t+n, depende
essencialmente dos valores proprios A, uma vez que estes estdo elevados a n-ésima poténcia n. A
contribuicdo de A" para cada parcela, depende do valor de A;, como se indica na Tabela 9.1. Em
geral, valores préprios entre —1 e +1 promovem o decréscimo do numero de individuos, enquanto
valores proprios maiores que 1, em valor absoluto, promovem o seu aumento. Na Tabela 9.1
considera-se 0 caso em que 0s valores proprios sdo numeros reais. Contudo, pode acontecer
também que alguns dos valores proprios da matriz A sejam complexos, isto €, niumeros com parte
real e parte imaginaria, da forma: A=a+bi, sendo a e b nimeros reais e i=\-1. Se houver valores
proprios complexos, estes surgirdo na forma de pares conjugados, isto €, pares do tipo atbi. Valores
proprios complexos originam sempre oscilagbes nos valores de N., a medida que n aumenta.
Contribuem para o aumento da populagédo se | Aj|>1, ou para a sua diminuigdo se | Aj|<1, sendo o

maédulo de um numero complexo calculado por: |1 | = (a°+b?)".
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Tabela 9.1. Valores numéricos possiveis para os valores proprios, Ai, da matriz de projecgdo e forma como
estes influenciam a sua parcela na eq. [9.1]. Esta influéncia faz-se sentir no nimero de individuos na populagéo
em instantes de tempo sucessivos t+n (n—«).

Valor de X Contribuicéo de A" na sua parcela, quando n_
| Ai | <1 Contribui para a populagcédo decrescer

0 < Ai < 1 Provoca um decréscimo exponencial monoténico

—1 < Ai < 0 Decréscimo com oscilagdes (valores alternadamente
positivos e negativos) de amplitude cada vez menor

| A >1 Contribui para a populagéo crescer

Ai > 1 Aumento exponencial monotdnico
Ai < -1 Provoca aumento mas com oscilagdes de amplitude

crescente
| Ai | =1 Contribui para a populagao permanecer constante
Ai = 1 Contribui para Nt+1=Nt
Ai = -1 Provoca alternadamente Nt+1=Nt, Nt+1=-Nt

Nota: Quando A <0, assume-se que i>1. De facto, A1 ndo pode ser negativo, sen&o N1<0
(egs. 1.9 e 8.15)

Retome-se a equagéo [9.2] e considere-se 0 seu comportamento a medida que n aumenta.
Quando n=1, a contribuicdo de cada parcela para a construgdo de N, depende da combinacéo dos
seus trés componentes (c;, A;, Vi) por igual. Quando n=2, 3, 4, ... a importancia da poténcia A" torna-
se progressivamente maior e comega a dominar os outros dois factores (c;, vi). A medida que n
aumenta, a parcela com o valor préprio de valor absoluto mais elevado, A4, comega ela propria a
dominar, no sentido em que contribui com uma proporgdo crescente de importancia para a
construgdo de Nu,. A certa altura, a sua contribuicdo é tdo grande que, na pratica, todas as outras
parcelas podem ser ignoradas. Nessa altura a populagdo atingiu a DEE, i.e. basta multiplicar N; por
A4 para obter N1 (eq. 8.15).

Quando a populacao inicial, Ny, ndo esta em DEE, as projec¢des do futuro préoximo (n = 1, 2,
3...) s&o ainda influenciadas pelos maiores valores proprios de A. Assim, embora o raio espectral A,
possa, por exemplo, contribuir para um crescimento exponencial da populagdo (A1>1), se o segundo
maior valor proéprio for, por exemplo, inferior a -1, a populagdo podera exibir oscilagdes no futuro
imediato (cf. Tabela 9.1). Evidentemente, a duracao destas oscilagbes depende da grandeza (em
valor absoluto) do segundo valor préprio relativamente a A4. Se o valor absoluto dos maiores valores
préprios for muito parecido, as oscilagdes perduram durante mais tempo. Mais adiante retomo o tema
da duracao da fase de convergéncia para a DEE.

A eq. [9.1] mostra que, com o passar do tempo (n - «), o futuro da populagdo depende
essencialmente dos valores proprios de A. O numero inicial de individuos em cada estadio, N,
apenas determina os coeficientes constantes c;, mas ndo a DEE final da populagdo nem a taxa de
crescimento apos entrada em DEE. Quando o comportamento a longo-termo de um sistema nao
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depende das suas condigdes iniciais, o sistema diz-se ergddico ou que goza de ergodicidade. Uma
populacdo com LT e A constante é, portanto, ergddica.

9.3 Exemplos numéricos

Dois exemplos numéricos, retirados de Ebert (1999), servem para ilustrar a capacidade
oscilatéria induzida por certas matrizes de projec¢éo.

Exemplo 1
Retome-se o exemplo da secgédo [8.4] em que a populagéo era iniciada com a seguinte

estrutura etaria:
B 240
N = 0

48 576
A=
0242 0
As proporgdes etarias para n’s sucessivos eram, recorde-se,

1 [ 0952
N= 0 Noi= 0.0480
0.9545 0.9545 0.9545 0.9545
Nt+2 = Nt+3 = Nt+4 = Nt+5 =
0.0454 0.0455 0.0455 0.0455

Como vimos na seccao [8.4], a populagdo crescia rapidamente. A observagdo das
proporgdes por idade permite duas constatagbes. A primeira € que a convergéncia para a DEE
(avaliada até a 42 casa decimal) é muito rapida. Em t+3 a populagéo ja esta em DEE. A segunda é
que a convergéncia de cada uma das proporgdes para o0 seu valor final ndo se da monotonamente.
Por exemplo, a proporgao de individuos do estadio 1 comega por ser 1, portanto acima do valor final
0.9545. Em t+1 vem abaixo do valor final e depois atinge-o em t+2. O mesmo se passa no que
respeita a propor¢céo de individuos no estadio 2. A sucessao (oscilante) desta propor¢éo é 0, 0.0480,
0.0454, 0.0455.

e tinha a matriz de projecgao:

Ha trés conclusbes a tirar do paragrafo anterior:
1°. A4 deve ser maior do que 1 em mdédulo (ver Tabela 9.1), porque a populagéo cresce rapidamente.
Além disso, como a populagéo cresce monotonamente, A4 > 1.
2°. O segundo maior valor préprio, A,, deve ter caracteristicas capazes de provocar oscilagdes (ver
Tabela 9.1). Isto porque a tendéncia das propor¢des para a DEE é feita com oscilages.
3°. O A4 deve ser bastante maior, em valor absoluto, do que X,, porque a convergéncia para a DEE é
muito rapida. O valor préprio A4 domina o comportamento da populagao em apenas 3 transicoes.

Os valores proprios da matriz de projecgdo sdo 14=5.075 e A,= -0.275, de acordo com as
nossas expectativas.
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Exemplo 2
Considere-se agora um exemplo com caracteristicas mais inquietantes. A seguinte matriz de

projecgao pertence a uma espécie com trés estadios, na qual a reprodugao ocorre apenas no ultimo
estadio:

0 0 6
A=|05 0 0 [9.2]
0 0333 0

A dindmica da populacdo com esta matriz é ilustrada a seguir, come¢ando com uma
estrutura inicial em que ha 1000 individuos em cada estadio:
0 0 6/ 1000 6000
N,,=[05 0 0]1000|=| 500
0 0333 0}/1000| |3333

prosseguindo a multiplicagédo por A, obtém-se:

2000 1000
N,, =| 3000 N,, =|1000
166.6 1000

Apbs 3 unidades de tempo, a populagéo reaparece com a mesma estrutura etaria ! Isto €, o nimero
de individuos em cada estadio efectua uma oscilagdo de periodo 3. Isto merece ser tentado de novo.
Vou repetir com 300, 900 e 1800 individuos nos 3 estadios iniciais de N; Multiplicando
sucessivamente por A:

300 10800 1800 300
N =| 900 N, =| 150 N,,=|5400| N,,=| 900
1800 300 50 1800

De novo o mesmo: uma oscilagdo com periodo 3 ! A amplitude da oscilagado, porém, desta vez &
ainda maior, isto &, a diferenga entre o maior e 0 menor nimero num mesmo estadio & maior. A DEE
desta populacdo é 0.6, 0.3, 0.1. Vamos ver o que sucede se a populagao inicial tiver individuos
nestas proporgoes:
0 0 61800 1800
N,,={05 0 0} 900 |=| 900
0 0333 0} 300 300

Desta vez a populagcao permanece inalterada nas proporg¢des da DEE.

Podemos concluir que ha populagbes com potencial para exibir oscilacbes permanentes,
sem tendéncia para aumentar ou para diminuir o seu nimero total (e por estadio) de individuos a
longo prazo. Estas populagdes tém também uma DEE. Se esta for atingida, a populagdo permanece
em equilibrio na DEE, porém, se houver desvios, a populagéo oscila em torno da DEE sem convergir
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para a mesma. As oscilagdes terdo amplitude tanto maior quanto maior o desvio inicial relativamente
a DEE. O facto de o nimero de individuos ndo aumentar nem diminuir a longo-prazo, sugere que
A=1 (rever Tabela 9.1). O facto de exibir oscilagées sugere que i, é negativo ou entdo que forma
com Az um par de complexos conjugados. De facto, os trés valores préprios de [9.2] s&o,

Os valores proprios A, € Az sao um par de complexos conjugados.

9.4 Quanto tempo a populacgéo leva para entrar em DEE ?

Esta pergunta tem importancia pratica porque o meio fisico que caracteriza o habitat da
populagdo nao é estavel. As nossas projecgbes pressupdem que a LT (e, portanto, a matriz de
projecgdo) manter-se-a constante nos préximos intervalos de tempo. Contudo, a manutencdo das
condigbes ambientais € altamente improvavel na natureza. Quanto mais longinquo o futuro para o
qual projectamos a populagdo, menos provavel sera que a LT se mantenha constante. Torna-se
portanto importante saber quéo rapidamente € que a populagdo converge para a situagcdo dindmica
que é prevista pela sua matriz de projeccdo. Se as caracteristicas da matriz de projecgao forem tais
que indiciem uma convergéncia muito demorada, o mais provavel é que a populagcado nunca chegue
sequer a atingir a DEE e o tipo de crescimento previsto em estado de DEE. Neste sentido, uma
populacédo que tenha uma convergéncia mais rapida para a DEE, é uma populagéo “mais previsivel’
do que uma populagdo de convergéncia lenta. Uma forma de saber quantos intervalos de tempo a
populagdo levara até a DEE, consiste simplesmente em projectar sucessivamente a populagéo por
meio da equacdo [8.12]. Mas existem formas alternativas de quantificar a duragéo da fase de
convergéncia, formas estas que permitem associar as caracteristicas bioldgicas da espécie a
velocidade de convergéncia para a DEE.

E possivel demonstrar (Caswell 2001) que a velocidade de convergéncia para a DEE, é
proporcional ao quociente entre o maior valor proprio da matriz de projecgéo e o valor absoluto do
segundo maior valor préprio:

yl
z= W [9.3]
2

Quando A, forma com A3 um par de numeros complexos conjugados, do tipo atbi, como no caso da
matriz [9.2] (Exemplo 2 da secgdo 9.3), o0 modulo dos conjugados é dado por |Az|=(a’+b%)"?. Quanto
maior o valor de z, mais rapida é a convergéncia. Um valor de z igual a 1 implica auséncia de
convergéncia. No Exemplo 2 acima, A4=1 e 0s valores proprios seguintes sdo complexos. Neste
exemplo, a=-(1/2), b=3"%/2, logo,

RO
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Assim, z = A4/|Ao] = 1/1=1 e, a longo-prazo, a populagdo permanece oscilante em torno de um valor
médio. Um z elevado, pelo contrario, indica que, na equacgao [9.1], a parcela em que esta A, mais
rapidamente se torna dominante sobre todas as outras. No Exemplo 1 (secg¢do 9.3), tinha-se
M=5.075 e A,= -0.275, logo, z = M/|A,| = 5.075/0.275 = 18.47. O primeiro valor préprio € largamente
dominante e a convergéncia para a DEE é por isso muito rapida.

Uma forma util de utilizar z, consiste em quantificar o tempo que demora até que A, tenha
uma influéncia pré-definida na determinagéo do futuro da populagdo. Seja m o ndmero de unidades
de tempo (i.e. intervalos de projeccdo) que demora até que A, tenha uma influéncia sobre o
crescimento da populagdo que seja u vezes maior que o segundo valor préprio mais influente, A,,
entéo (Ebert 1999),

Z"=u donde, m=Lnu/lLnz [9.4]
Quanto maior for z, menor € m e, portanto, mais rapidamente L, se torna u vezes mais influente.

Exercicio Verificar que, no caso do Exemplo 1 (secgao 9.3), o nimero de unidades de tempo
necessarias para L4 ter 1000 vezes mais influéncia que A, € m=2.4

Uma area de investigagao tedrica activa na década de 90, tem sido o estudo da relagao que
existe entre as caracteristicas bioldgicas das popula¢des e as propriedades dindmicas da sua matriz
de projeccdo. Perguntas como, por exemplo, (1) existem ciclos de vida com caracteristicas tais que
condenam a populacédo a oscilar ciclicamente entre estruturas etarias alternativas, sem nunca
estabilizar (isto é, z=1) ? ou (2) existem certos padrdes de fertilidade e/ou sobrevivéncia que
promovem uma convergéncia muito rapida da populagéo para a DEE (isto &, z alto) ? Sao perguntas
interessantes, pela capacidade preditiva que as respostas podem dar acerca da dindmica da
populagdo e acerca da sua “previsibilidade”, meramente a partir do conhecimento da biologia do
individuo.

No que respeita a pergunta (1), conhece-se ja relativamente bem qual o tipo de ciclos de vida
capazes de originar matrizes em que z=1. Voltarei a este assunto mais adiante, depois de apresentar
a relagéo entre o grafico do ciclo de vida e a matriz de projecgao. Quanto a pergunta (2), o assunto
ndo estda ainda firmemente esclarecido, mas existem algumas indicagbes de indole geral.
Aparentemente, os seguintes factores contribuem para um valor de z mais alto: i. A fertilidade (m,)
distribuir-se simetricamente em torno da idade média de reproducgéo, por uma vasta gama de idades,
ii. A idade de 12 maturagédo ocorrer cedo. Pelo contrario, populagdes em que a reproducdo esta
restringida a um numero pequeno de idades e/ou a distribuicdo da fertilidade € muito assimétrica em
torno da idade média, devem convergir mais lentamente. Pior ainda se a idade de 12 maturagao
surgir tarde no ciclo de vida.

Finalizo esta secgdo com o calculo do periodo de oscilagdo durante a fase de convergéncia.
Vimos que, quando existem valores proprios negativos ou complexos, a populagdo pode convergir
para a DEE com oscilagbes (Tab. 9.1). O periodo, simbolicamente P, € o numero de unidades de
tempo que decorre até que a populacao retome a sua estrutura etaria de partida, completando uma
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oscilagdo completa. O periodo induzido pelo segundo maior valor préprio, 0 mais influente depois de
A1, € designado por P, e pode ser calculado por (Caswell 2001),
2

cos{aJ
2.

sendo o argumento da fungéo cos” medido em radianos. Se o segundo e terceiro valores préprios
formarem um par de nimeros complexos conjugados, como no caso da matriz [9.2], entdo a é a
parte real desses numeros e |A,] € o médulo do par conjugado, tal como ja foi definido acima. Se o
segundo maior valor préprio for um numero real negativo (recorde-se da Tab. 9.1 que valores
proprios negativos geram oscilagdes), entdo a € o proprio A,, logo a/|i,| = -1. Uma vez que cos'1(—

P, - (65]

1)=n, segue-se de [6.5] que P,=2 unidades de tempo. Quer dizer, o segundo valor préprio provoca
oscilagdes de periodo 2. Espera-se portanto que a propor¢ao de individuos duma populagdo com o
segundo valor préprio negativo ziguezagueie em direcgdo a DEE, e o numero total de individuos
também, com uma tendéncia geral crescente ou decrescente, dependendo do valor de 4.

A titulo ilustrativo, considere-se o Exemplo 2 (secg¢do 9.3), onde a=-(1/2) e |Ao|=1. Neste
caso,
Pzif” =3
cos™(-1/2)

Espera-se portanto que o segundo valor préprio induza oscilagbes de periodo 3, tal como
observamos na seccédo 9.3. No Exemplo 1 (secc¢do 9.3), recorde-se que A4=5.075 e A= -0.275. A
populagéo deve crescer (L1>1), ziguezagueando em torno da DEE (A,<0), tal como observamos.
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