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Capitulo 1

Preliminares

Ao longo deste texto, F representa o conjunto R dos nimeros reais ou o
conjunto C dos ntimeros complexos; R™ ¢ o conjunto dos reais positivos; Rg
é o conjunto dos reais nao negativos; QQ é o conjunto dos niimeros racionais;
Z & o conjunto dos ntimeros inteiros; N é o conjunto dos nimeros naturais,
isto é, ntimeros inteiros positivos; Ny é o conjunto dos niimeros inteiros nao
negativos.

Sao exercicios provar as proposicoes sem demonstracdo e completar as
demonstracoes incompletas no texto de apoio.

1.1 Numeros complexos: sucessoes e funcoes

Nesta sec¢ao, mencionam-se alguns conceitos e proposigoes simples que
serao utilizados ao longo do texto e que poderao nao ser ainda conhecidos
por alguns estudantes.

As partes real e imaginiria de um ntmero complexo x representam-se
por R(z) e I(x), respetivamente:

x=R(z)+il(x).
Proposigao 1.1 Quaisquer que sejam z,y € C,
|z +yl < |zl +yl,

] = [yl| < |z —yl,
|z 4y < 2(z* + [y[*).

Proposicao 1.2 Quaisquer que sejam z1, ...,z € C,
k
max |z;| < zil <k max |z;
I EAEED EELH LNCT
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Demonstragao da sequnda desigualdade de (1.1)). Seja l € {1,... k} tal
que

zil = max |z
’ l| je{17"'7k} | J|
Entao 5
k ko k k
DIzl =0 lallml < KAl < k) Izl
j=1 i=1 j=1 j=1
donde resulta a segunda desigualdade de (|1.1]). [

Definigao 1.3 Diz-se que uma sucessao (x,)nen de nimeros complexos
converge para um limite [ € C se, para qualquer § € RT, existir p € N tal
que, qualquer que seja n > p, |z, — | <.

Uma sucessao diz-se convergente se convergir para um limite.

Proposigao 1.4 Uma sucessao de nimeros complexos converge para
quando muito um limaite.

O limite de uma sucessao convergente (x,,)ncN representa-se por

lim xz, ou por lim x,,.
n—oo

Proposicao 1.5 Sejam (x,)nen uma sucessao de nimeros complexos e
Il € C. Sao equivalentes as afirmacdes sequintes:
(a) (zp)nen converge para l.
(b) (R(xn))nen converge para R(l) e (I(zy))nen converge para I(1).

(¢) (Jxn —!|)nen converge para 0.

Definigao 1.6 Seja (z,)nen uma sucessao de ntimeros complexos. Diz-
-se que (T )nen ¢ uma sucessao de Cauchy se, para qualquer § € RT, existir
p € N tal que, quaisquer que sejam m,n € N, com m > n > p, |2y, —x,| < 0.

Proposicao 1.7 Seja (zy)nen uma sucessao de nimeros complezos. Sao
equivalentes as afirmacoes sequintes:
(a) (xn)nen € uma sucessao de Cauchy.

(b) (R(zn))nen € (I(xn))nen sao sucessoes de Cauchy.

A proposi¢ao seguinte é uma propriedade fundamental de F. Quando
F = R, é conhecida das disciplinas de Anéalise Matemética. Seguidamente,
quando F = C, pode demonstrar-se facilmente utilizando as proposigoes [1.5

el

Proposicao 1.8 [Principio de Cauchy-Bolzano| Seja (zy)nen uma su-
cessio de elementos de F. Sao equivalentes as afirmagoes sequintes:



() (Tn)nen € uma sucessao de Cauchy.
(b) (n)nen € uma sucessao convergente em .

Definicao 1.9 Uma série de nimeros complexos é um par de sucessoes
de nimeros complexos ((zp)nen, (SN)Nen), onde

N
SN=)Y xn, NeN.
n=1

Diz-se que (Sny)nen € a sucessao das somas parciais da série. Usualmente,
a série anterior representa-se por

Z Ty, ou por Z Ty

neN

Diz-se que uma série Y x, é convergente se a sucessao das suas somas
parciais for convergente. Neste caso, o limite da sucessao das somas parciais
chama-se soma da série e representa-se por

E T,
neN
Diz-se que uma série »_ x, é absolutamente convergente se a série de

nameros reais y | |x,| for convergente.

Proposicao 1.10 Uma série >z, € convergente se e SO se as Séries

 R(zn) e ) an) (1.2)

forem convergentes. Neste caso,

S an=> Rlwn)+iy I(zy).

neN neN neN

Uma série Y x, € absolutamente convergente se e so se as séries (|1.2))
forem absolutamente convergentes.
As séries absolutamente convergentes sao convergentes.

Definigao 1.11 Seja f : [a,b] — C uma fungao definida num intervalo
real [a,b], com a < b. Diz-se que f(t) converge para o limite [ € C, quando
t convergir para tg € [a, b], @ se, para qualquer 6 € RT, existir e € RT, tal
que, qualquer que seja t € [a,b] \ {to}, se |t — to| < e, entdo |f(t) — ] < 0.

Proposicao 1.12 Uma fun¢io f : [a,b] — F, converge para quando
muito um limite, quando t — to € [a,b].

! Abreviadatemente, escreve-se “f(t) — I, quando t — to”.



Com a notagao anterior, se a fungao f convergir para um limite, quando
t — to € [a,b], entdo esse limite representa-se por tlingl f(t).
—to

Proposicao 1.13 Dada uma fungao f : [a,b] — F, sdo equivalentes as
afirmacoes sequintes:

(a) f(t) converge para l, quando t — tg.

(b) R(f(t)) converge para R(l), quando t — to, e I(f(t)) converge para I(1),
quando t — tg.

(c) |f(t) — 1| converge para 0, quando t — tg
Defini¢ao 1.14 Uma fungao f : [a,b] — F diz-se continua em ty € [a, b]

se

lim f(t) = f(to)-

t—to

Diz-se que f é continua se f for continua em todos os pontos do seu dominio
[a, b].

Proposicao 1.15 Dada uma funcao f : [a,b] — F, sao equivalentes as
afirmacoes sequintes:

(a) f(t) € continua em ty.
(b) R(f(t)) e I(f(t)) sao continuas em ty.

Seja f : [a,b] — C uma aplicagao continua. O integral de f entre a e b,
cujo estudo nao faz parte desta disciplina de Topologia, pode calcular-se &
custa de integrais de fungoes reais:

b b b
[ swi = [ "R+ i [1g@na

A igualdade anterior poderé ser tomada como a defini¢do de fab f(t)dt pelos
alunos que ainda nao estudaram integrais de funcoes complexas.

Proposicao 1.16 |Linearidade| Sejam f, g : [a,b] — F aplicagdes conti-
nuas. Seja c € F. Entao

/f +g(t)dt = /f dt+/ g()dt,
[ et [ s

Proposicao 1.17 Dada uma aplicagao continua f : [a,b] — C,

/abf(t)dt = /abf(t)dt
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A definigao de derivada de f : [a,b] — C em ty € [a,b] é andloga a
defini¢do conhecida para as fungoes reais. Quando existir, representa-se por
(df /dt)(to) ou por f'(tg) e diz-se que f é diferenciavel em ty. Além disso, f
é diferenciavel em t( se e s6 se as fungoes reais R f e I f forem diferencidveis
em tg, €

f'(to) = (R f)'(to) +i(Lf) (to)-
Diz-se que f é diferencidvel se f for diferencidvel em todos os pontos do seu
dominio.

1.2 Espacos vetoriais e aplicacoes lineares

Os exemplos seguintes de espagos vetoriais e aplicagdes lineares serao
muito importantes ao longo da disciplina. Os estudantes devem rever as
matérias relevantes.

Exemplo 1.18 F é um espaco vetorial sobre F, com as operagoes usuais.
C é um espago vetorial sobre R, com as operagoes usuais.

Exemplo 1.19 Se k € N, entao F* é um espaco vetorial sobre F, com a
soma e o produto escalar definidos do seguinte modo: quaisquer que sejam
r=(21,...,70),y = (y1,...,yx) €EF¥ a €T,

(xlw"?xk)_‘_(ylv""yk’) = (xl"i_yl’"'axk—i_yk‘)v
a(xi,...,x;) = (axy,...,axy).

Exemplo 1.20 Sejam X um conjunto nao vazio e V um espago vetorial
sobre F. Seja Ap(X, V') o conjunto de todas as aplicagoes f: X — V.

O conjunto Ap(X,V) é um espago vetorial sobre F com a soma e o
produto escalar definidos do seguinte modo: quaisquer que sejam f,g €
Ap(X,V), a €T,

(f+9)(@) = f(z) +g(z), »eX,
(af)(z) =af(z), =€ X.

Exemplo 1.21 Sejam U e V espacos vetoriais sobre F. O conjunto
Lin(U, V') de todas as aplicagoes lineares f : U — V & um subespago vetorial
de Ap(U, V).

Exemplo 1.22 Seja X um conjunto nao vazio.

Uma aplicacao f : X — T diz-se limitada se existir p € RT tal que,
qualquer que seja x € X, |f(z)| < p.

O conjunto B(X,F) formado por todas as aplicagdes limitadas f : X — F
¢ um subespago vetorial de Ap(X,F).

Futuramente, para simplificar a notacao, representaremos Ap(X,F) por
Ap(X) e B(X,F) por B(X).



Exemplo 1.23 Sejam a,b € R, com a < b. Seja Cla,b] o conjunto das
aplicagoes continuas f : [a,b] — F. Para cada p € N, seja CP[a, b] o conjunto
de todas as aplicagdes f : [a,b] — F que tém derivada de ordem p continua.
Entao

CP*a,b] < CP[a,b] < Cla,b] < Bla,b] < Apla, b,

onde o simbolo < significa “é subespaco vetorial de”.

Exemplo 1.24 A aplicacdo Ct[a,b] — Cl[a,b], que a cada f € C'[a,b]
faz corresponder a derivada de f, é linear.

Exemplo 1.25 A aplicacdo Cla,b] — F, que a cada f € Cla,b] faz

corresponder
b
/ f(t)dt

é linear. Usualmente, as aplicacoes lineares de um espago vetorial sobre F
para F chamam-se funcionais lineares.

1.3 Espacos vetoriais com produto interno

Definigao 1.26 Seja V um espaco vetorial sobre o corpo F. Uma apli-
cagao
VxV =T (uv)— (uv),

chama-se produto interno em V se, quaisquer que sejam u,u’,v € V, a € F,

(P1) (u+,v) = (u,0) + (o, 0),
(Ps) (au,v) = alu,v),

(P3) (u,v) = (v, u),

(Py) (u,u) € Ry,

(Ps5) (u,u) =0 se e 56 se u = 0.

Um espago vetorial munido com um produto interno chama-se espago
vetorial pré-hilbertiano.

Proposigao 1.27 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo F onde estd
definido um produto interno. Quaisquer que sejam u,v,v' € V, a € F,

(Po) (u,0) =0 =(0,v).
(PY) {w, v+ = (u,v) + (u,v'),
(P}) (u,av) =a(u,v).



Exemplo 1.28 Seja V um espago vetorial onde esté definido um pro-
duto interno (, ). Seja U um subespago de V.

Entao ( , )jyxy ¢ um produto interno em U, chamado produto interno
mduzido pelo produto interno de V.

Exemplo 1.29 A aplicacdo

k

F* xF* 5 F, (21, 2k), (U1, ) €FF X FP = Y a7,
j=1

¢ um produto interno em F¥, chamado produto interno euclidiano ou usual
k
em [F¥.

Exemplo 1.30 Seja V um espago vetorial de dimensao finita k sobre F.
Seja (v1,...,v;) uma base de V. A aplicagdo V x V — F, que a cada par

(z,y) = (101 + - + TpVR, Y101 + -+ Ypvg) €V XV,

onde x1,...,Tk, Y1,---,Yx € F, faz corresponder

k
(@,y) = x,75,
j=1
é um produto interno em V.

Exemplo 1.31 Sejam Vi,..., V) espacos vetoriais sobre F. O produto
cartesiano V = V; X --- x V &€ um espacgo vetorial sobre F, com a soma
e o produto escalar definidos do seguinte modo: quaisquer que sejam u =
(uty ... ug),v=(v1,...,05) €V,a €F,

(ul,...,uk)—l—(vl,...,vk):(ul—i—vl,...,uk—l—vk),
a(uy,...,ux) = (auq,...,aug).

Se, além disso, estiverem definidos produtos internos nos espacgos Vi, ...,
Vi, entao a aplicagao

VXV—>]F7 ((Ul,...,Uk),(’l}l,...,vk))'_>

J

<uj7vj>7

k
=1

é um produto interno em V.

Exemplo 1.32 O conjunto Ap(N) de todas as sucessoes (2, )nen de ele-
mentos de F é um espaco vetorial sobre F, com a soma e o produto escalares
definidos por:

(xn)neN + (yn)neN = (xn + yn)neNa

a(Tn)neN = (aTn)nen,



quaisquer que sejam (Zn )neN; (Yn)nen € AP(N), a € F.
O conjunto ¢? formado pelas sucessoes (7, )neny € Ap(N) tais que a série

D feal?

neN
é convergente é um subespago vetorial de Ap(N).

Demonstracdo. Claramente, o conjunto £ nio é vazio.
Sejam (2, )nen, (Yn)nen € €2, a € F.
Entao, qualquer que seja N € N, (ED

N

N N N
Z |zn Jryn|2 < 22(|In|2 + ‘yn|2) = 22 |1'n|2 + 22 |yn|2
n=1 n=1 n=1 n=1
2 leal? +2) ] lyal’,

neN neN

IN

0 que mostra que a sucessao de somas parciais

N
(z ot ynl2>
NeN

n=1

¢é limitada superiormente. Assim, esta sucess@o é convergente, uma vez que
é crescente (em sentido lato). Portanto, a série

Z |-Tn + yn|2
neN

é convergente e
(Tn)nen + (Yn)nen = (Tn + Yn)nen € .
Analogamente, qualquer que seja N € N,

N N
D laza> = a? Y |zal* < lal* Y |zl
n=1 n=1

neN

o que mostra que a série

D lazn|”

neN

é convergente e, portanto,
2
a(xn)nEN = (axn)nGN el

Logo, ¢? & subespaco vetorial de Ap(N). [ |

2Cf. proposigio




Quaisquer que sejam (2, )nenN, (Yn)nen € €2, a série
Z TnYn (1.3)
neN
é absolutamente convergente.
Demonstragao. Qualquer que seja N € N,
N N N 1 1
S beadil = Y eallynd < 37 a4 lunl?) < 5 S el + 5 3l
n=1 n=1 n=1 neN neN

donde se conclui que a série (1.3]) é absolutamente convergente. [ ]

A aplicacao £? x (2 = TF, que a cada par

(‘Tvy) = ((xn)neNv (yn)neN) S 52 X f2

faz corresponder

<a:,y> = Z TnYn

neN

¢ um produto interno em ¢2.

Exemplo 1.33 Sejam a,b € R, com a < b. A aplicagao Cla,b] x
Cla,b] — F, que a cada par

(f,9) € Cla,b] x Cla,b]
faz corresponder ,

)= [ s
¢ um produto interno em C|a, b].

Demonstragio de (P4) e de (P5). Seja f € Cla,b]. Entéao
b b
(0 = [ foF@a= [ \roPdzo

Claramente, se f for a aplicagdo nula, entdo (f, f) = 0.
Suponhamos agora que (f, f) = 0. Tendo em conta que a aplicacio |f(t)|? é
continua e ndo negativa, deduz-se que |f(t)|? = 0, qualquer que seja t € [a, b].

Donde f = 0. ]

Definigao 1.34 Seja V um espaco vetorial sobre F com produto interno.
Chama-se norma de um vetor v € V ao real nao negativo

[o]l = /v, v).



Proposigao 1.35 Seja V' um espago vetorial sobre F com produto in-
terno. Quaisquer que sejam v € V, a € F,

lav]| = |al[|v]l,

|lv]] =0 se e s6 se v =0.

Proposicao 1.36 [Desigualdade de Cauchy-Schwarz| Seja V' um espago
vetorial sobre F com produto interno. Quaisquer que sejam u,v € V,

[{u, 0)| < [lul[[[o]] (1.4)

Demonstragao. Sejam u,v € V. A desigualdade (|1.4]) é trivial, quando
u = 0.
Suponhamos agora que u # 0. Qualquer que seja a € F,

0 < (au + v, au + v) = aa(u, u) + a{u,v) + a(v,u) + (v, v). (1.5)

Substituindo a por —|ju||72(v, u) e simplificando, obtemos a desigualdade

0< —Hu1||2<u, v)(v,u) + (v, v).

Donde (u,v){v,u) < ||ul|?||v||*>. Donde |{u,v)|* < |Ju|/?||v]>. Donde resulta

3. .

Exemplos 1.37 Nos espagos vetoriais apresentados anteriormente como
exemplos, a desigualdade de Cauchy-Schwarz toma as formas:

e Quaisquer que sejam (1, ...,2x), (y1,...,yr) € F¥,

2

k k k
> oay| < (Dol D] sl
=1 j=1 j=1
e Quaisquer que sejam (2, )nen, (Yn)nen € £2,
2
S o < (z w) (z w) |
neN neN

neN
e Quaisquer que sejam f, g € Cla,b], onde a < b,

< (/ b sora) ([ b (0t

Destas desigualdades resultam as seguintes.

b
/ oroL.
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e Quaisquer que sejam (x1,...,zx), (Y1,...,yk) € FF,

2

k k k
olmiyl | < Dol ) | D wil
j=1 j=1 j=1

e Quaisquer que sejam (zn)nen, (Yn)nen € &,

() = (3507) (7).

e Quaisquer que sejam f,g € Cla,b], onde a < b,

(/ b f(t)g(t)ldt)2 <(/ b sora) ([ b o0t

Proposicao 1.38 [Desigualdade triangular| Seja V' um espago vetorial
sobre F com produto interno. Quaisquer que sejam u,v € V,

[+ vl < [[ull + [|v]- (1.6)
Demonstracdo. Sejam u,v € V. Entao

lu+v|? = (u4v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0)
(u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v) = (u,u) + 2R{u, v) + (v,v)
< (u,u) + 2[(w, v)| + (v, v).

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
lu+ol* < (uyu) + 2]l ol + (v, 0) = (Ju] + [[0])?.
Donde resulta (1.6)). [

Proposicao 1.39 |[Lei do paralelogramo| Seja V' um espago vetorial com
produto interno. Quaisquer que sejam u,v € V,

o+ ol* + lu = of* = 2]Jul® + 20| (1.7)

1.4 Espacgos vetoriais normados

Definigao 1.40 Seja V um espago vetorial sobre F € {R,C}. Uma
aplicacao
V=R, v,

chama-se norma em V se, quaisquer que sejam u,v € V, a € F,

11



Ny
N2) [0yl =0,

(N1)
(N2)
(N3) Se ||v]| =0, entao v = 0,
(Ny)
(N5)

N5) [Desigualdade triangular| ||u + v|| < |lul| + ||v]].

Um espago vetorial onde esté definida uma norma chama-se espago veto-
rial normado.

Observacao 1.41 Com a notagao anterior, as condigoes (N1) e (N3) s@o
consequéncias das restantes, como se mostra a seguir.

(N2): [|Ooy || = [[0rOv || = |0 |||Ov || = Or||Ov || = Og.

(N1): Sejav € VA{0}. Entao 0 = [lv—v|| < o] +[[ = o[l = [lv[|+]lv]| = 2]
Donde ||v|| > 0.

Proposigao 1.42 Seja V' um espaco vetorial normado. Quaisquer que

sejam u,v € V, [[lull = [[vl| < [lu —v]|.

Demonstragao. Quaisquer que sejam u,v € V, |lu|| = |lu — v + v|| <
|[u —vl| + [[v]l. Donde [lul — [jv]| < [ju —v|. Analogamente |[v|| — [[ul| <
v —ull = |lu— . Logo [[[ull — [[v][| < [[u—w]. n

Definigao 1.43 Duas normas || || e || || num espago vetorial V' dizem-se
equivalentes se existirem p, v € R tais que, qualquer que seja v € V,

plloll < [lvll” < vl

A equivaléncia de normas é uma relagdo de equivaléncia no conjunto de
todas as normas num espago vetorial V.

Exemplo 1.44 A aplicagdo F — R, que a cada a € F faz corresponder
la|, ¢ uma norma em F.

Exemplo 1.45 Seja V um espaco vetorial sobre F com produto interno.
A aplicagao V — R, que a cada v € V faz corresponder

<’U, 'U>,

¢ uma norma em V, chamada norma associada ao produto interno. Como
casos particulares, temos os seguintes exemplos.
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e A aplicacao F*¥ — R, que acada z = (x1,..., ;) € F¥ faz corresponder

]2 =

k
Z |xj’27
Jj=1
¢ uma norma em F¥,
e A aplicacio /2 — R, que a cada & = (2,,)nen € £? faz corresponder

lallz = |3 laal?.

neN
, 02
€ ulnla norma €m .

e A aplicagao Cla,b] — R, que a cada f € Cla, b] faz corresponder

b
1]z = / ()P,

¢ uma norma em Cla, b|.

Exemplo 1.46 Seja (V,|| ||) um espago vetorial normado e seja U um
subespago de V. Entao || ||y ¢ uma norma em U, chamada norma induzida
pela norma de V.

Exemplo 1.47 A aplicacao F¥ — R, que a cada z = (x1,...,x) € Fk
faz corresponder
Zl|oo = ma xjl,
ol = max, x|
¢ uma norma em F¥.
Suponhamos que k£ > 2 e sejam =z = (1,0,0,...,0),y = (0,1,0,...,0) €
F*. Entdo

lz + yll3 + llo = yllZ = 2 # 4 = 2|25 + 2|lyl1%,

o que mostra que, quando k > 2, a norma || || ndo satisfaz a lei do parale-
logramo e, portanto, nao esta associada a um produto interno. (EI)

3Seja V um espago vetorial com um produto interno ( , ) e seja U um subespago de
V. Note-se que a norma de U associada ao produto interno (, )jyxy de U coincide com
a norma de U induzida pela norma de V associada ao produto interno (, ) de V.

Muitas vezes, utiliza-se a lei do paralelogramo para mostrar que uma norma no esta
associada a um produto interno, como neste exemplo. Também é verdade que, se uma
norma satisfaz a lei do paralelogramo, entdo estd associada a um produto interno, cf.
[Machado, Introdugao & Analise Funcional, Escolar Editora, Lisboa, 1991, ex. 2.6.15, pag.
183, & ex. 2.6.16, pag. 184].
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Exemplo 1.48 A aplicacdo F¥ — R, que a cada = = (z1,...,x;) € FF

faz corresponder
k

lzlls = lal,

J=1

¢ uma norma em F¥. Quando k > 2, a norma || ||; ndo esta associada a um
produto interno. Suponhamos que k& > 2 e sejam = = (1,0,0,...,0),y =
(0,1,0,...,0) € F*. Entao

lz +yllf + [l -yl =8 # 4 = 2|2/ + 2||ylI7,
0 que mostra que a norma || ||; nao satisfaz a lei do paralelogramo.

Observagao 1.49 Resulta da proposigao [1.2] que, qualquer que seja z =
(1‘1, e axk) € ]Fkv

[2lloo < flzlli < K[|,
[2llz < [lzfls < Ell2.

Consequentemente, as normas || |1, || ||2, | ||oo, em F¥, sdo equivalentes.

Exemplo 1.50 Seja X um conjunto nao vazio. Recorde-se que B(X)
¢ o subespago de Ap(X) = Ap(X,F) formado pelas aplicagoes limitadas
f: X —=>F.

A aplicagao B(X) — R, que a cada f € B(X) faz corresponder

[flloc = sup [f(z)],
zeX

¢ uma norma em B(X). Se X tiver pelo menos 2 elementos, esta norma nao
nao esta associada a um produto interno.

Futuramente, representaremos o espago B(N), das sucessoes limitadas de
elementos de F, por £°°.

Exemplo 1.51 Seja /! o subespaco de Ap(N) formado pelas sucessoes
(Tn)nen tais que a série
D ol

neN

é convergente.
A aplicacdo /! — R, que a cada (2,,)nen € £ faz corresponder

lzlle = lzal,

neN

¢ uma norma em ¢!, que ndo nao esté associada a um produto interno.

Proposigao 1.52 (' G (2 e, qualquer que seja x € 01, ||z]|2 < |21

14



Demonstracio. Seja x = (Tn)nen € £1. Entdo, qualquer que seja N € N,

N N
D a2 <Y lwal <Dl = [,
n=1 n=1

neN

o que permite deduzir que z € £2 e ||z|j2 < ||z|)1.
A sucessdo (1/n)nen pertence a 2 e ndo pertence a 1. ]

Exemplo 1.53 A aplicagao Cla,b] — R, que a cada f € Cla,b] faz
corresponder

b
191 = [ 17tee,
a
¢ uma norma em C'a, b], que ndo ndo esta associada a um produto interno.

Sejam f, g € Cla,b] as aplicagoes definidas por f(t) =t —a, g(t) =b—t,
qualquer que seja t € [a,b]. Entao

5
I +gllt +11f = gllt = 56— a)" # (b — )" = 2| £II7 + 2llglI7,
0 que mostra que a norma || ||; nao satisfaz a lei do paralelogramo.

Exemplo 1.54 Sejam (V1, || [[(1));---» (Vi |l llx)) espagos vetoriais nor-
mados. Seja V=V x - x V.

e A aplicagdo V — R, que a cada v = (v1,...,v) € V faz corresponder

[v]l2 =

k
12
Sl
=1

é uma norma em V.

Demonstragao da desigualdade triangular. (As outras propriedades sdo tri-
viais.)

Sejam v = (v1,...,vg),u = (u1,...,ur) € V. Sejam

= ([lvillays - lvellw)), v = (luallays- - - el ) € RF

Consideremos a norma || || em R*. Entdo

k k
o +ull2 = \IZ lv; + w;liE;) < JZ(II%‘IIU) +lluilly)? = llz + yll2
j=1 j=1

k k
< llellz + llylle = J S 2, + J Sllogl2,) = Telle + lulla
j=1 j=1
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e A aplicagdo V — R, que a cada v = (vy,...,v) € V faz corresponder

k
vl = llvill ),
j=1

é uma norma em V.

e A aplicagdo V — R, que a cada v = (vy,...,v) € V faz corresponder

Iolloe = max lv;ll),

{17"'7k}
¢ uma norma em V.
e Resulta da proposigao que, qualquer que seja v = (vy,...,v5) € V,

[0 < flvlly < Kl[o]loo,
[oll2 < lvllr < Kljoll2.

Consequentemente, as normas || ||1, || ||2, ] |loo, em V, sdo equivalentes.

Definigao 1.55 Sejam V um espago vetorial normado e u,v € V.
Chama-se distdncia entre u e v a

d(u,v) = [ju = vl|.

Proposicao 1.56 Seja V um espaco vetorial normado. Quaisquer que
sejam u,v,w €V,

(a) d(u,v) >0,

(b) d(u,v) = d(v, u),

(c) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w),
(d) d(u,u) =0,

(e) sed(u,v) =0, entao u=v.

Exercicio 1.57 Mostre que, no espaco £', as normas || ||1 e || |2 ndo sio
equivalentes. (Sugestdo: Considere as seguintes sucessoes. Para cada n € N, seja

sp a sucessdo cujos primeiros n? termos sdo iguais a n e os restantes sio nulos.)
Exercicio 1.58 (* C (> e, qualquer que seja © € €2, ||z]lo < |22

Exercicio 1.59 Mostre que, no espaco £, as normas || |2 e | |l ndo
sao equivalentes.
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Exercicio 1.60 A aplicacao C[a,b] — R, que a cada f € Cla,b| faz
corresponder

Il = s 15 )

é uma norma em C'a, b], que ndo nao esté associada a um produto interno.
Mostre que, no espaco Cla,b|, as normas | |1, || |2 € || |lcc nd0 sdo
equivalentes.

Recorde-se que [a, b] & um subconjunto compacto de R. Como a fungdo | f(t)] : [a,b] —
R é continua, a sua imagem é um compacto de R. Por isso, existe max;eiq,p] |f(t)]-
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Capitulo 2

Espacos Métricos

2.1 Definicao e exemplos

Definigao 2.1 Seja M um conjunto. Chama-se métrica em M a qual-
quer aplicagao
d: MxM-—R

tal que, quaisquer que sejam x,y, z € M,
(My) d(z,y) =0,

(M) d(z,y) = d(y, z),
(M3) [Desigualdade triangular| d(z, z) < d(z,y) + d(y, z),
(My) d(z,z) =0,
(Ms) se d(z,y) =0, entao z = y.

Se d for uma métrica em M, diz-se que o par (M, d) é um espago métrico,
ou, se nao existir perigo de confusao, que M é um espaco métrico.

Observagao 2.2 (M;) é consequéncia de (Ma), (Ms) e (My). De facto,
quaisquer que sejam z,y € M, 0 = d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) = 2d(z,y).
Donde, resulta (M;).

Definicao 2.3 Duas métricas d e d’, num conjunto M, dizem-se equiva-
lentes se existirem u,v € RT tais que, quaisquer que sejam z,y € M,

pd(x,y) < d'(z,y) < vd(z,y).

A equivaléncia de métricas é uma relagao de equivaléncia no conjunto de
todas as métricas num conjunto M.
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Exemplo 2.4 Sejam (M, d) um espago métrico e X um subconjunto de
M. Entao d|xxx € uma métrica em X, que chamaremos métrica induzida
pela métrica de M. Diz-se que (X, d|x  x) € um subespago métrico de (M, d).

Exemplo 2.5 Seja M um conjunto. A aplicaggo M x M — R, que a
cada par (z,y) € M x M faz corresponder

0 sezx =y,

d =
(z,9) {1 ezt
é uma métrica em M, chamada métrica discreta.

Exemplo 2.6 A aplicagdo d : F x F — R, que a cada par (x,y) faz
corresponder |z — y|, € uma métrica em F, chamada métrica euclidiana ou
métrica usual em F.

Exemplo 2.7 Seja V' um espago vetorial sobre F, onde esta definida
uma norma. A aplicagdo V x V — R, que a cada par (u,v) € V x V faz
corresponder

d(u,v) = [[u—ol,

é uma meétrica em V, que chamaremos métrica associada & norma de V.
E facil ver que, se duas normas forem equivalentes, entao as métricas
associadas também sao equivalentes.

Em particular, temos os seguintes exemplos de métricas induzidas.

e A aplicacdo F* x F¥ — R, que a cada par

(z.y) = (=1, -, 2x), (W1, -, yx)) € FF x FF

faz corresponder

d2($7y) =

¢ a métrica em F¥ associada a norma || ||2, chamada métrica euclidiana
ou métrica usual em F¥.

e A aplicacio F* x F¥ — R, que a cada par
(z,y) = ((z1,...,2), (x1,...,2)) € FF x Fk
faz corresponder

doo(x,y) = max |z; —y;
0 (Z,9) je{l,...,k}|J y]|a

¢ a métrica em F¥ associada a norma || ||so-
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e A aplicacio F¥ x F¥ — R, que a cada par
(2,y) = (@1, 2x), (@1, 2x)) € FF x FF

faz corresponder
k
j=1

¢ a métrica em F¥ associada a norma || ||;.

e Asmétricas di, ds, dso, em F¥, sd0 equivalentes, uma vez que as normas
a que estao associadas sao equivalentes.

e Seja X um conjunto nao vazio. A aplicacao B(X) x B(X) — R, que
a cada par

(f,9) € B(X) x B(X)

faz corresponder

doo(fr9) = sup |f(x) —g(x)],

¢ a métrica em B(X) associada a norma || |/cc-
Em particular, a aplicagao £*° x £>° — R, que a cada par
(#,y) = ((n)nen, (Yn)nen) € £ X £
faz corresponder
doo(xay) = sup ’.’I)n - y’ﬂ‘a
neN
¢ uma métrica em £°°.

e A aplicacdo /%2 x (> - R, que a cada par

(%y) = ((xn)nENa (yn)neN) S 0% x 1

dQ(fE,y) = Z|xn_yn|2a
neN

é a métrica em £2 associada & norma || ||o.

faz corresponder

e A aplicacdo ¢! x /' — R, que a cada par

(l’,y) = ((xn)nENy (yn)nEN) € gl X El

faz corresponder

dl(%y) = Z |z — yn‘>

neN

é a métrica em ¢! associada & norma || [|;.
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e A aplicagao Cla,b] x Cla,b] — R, a < b, que a cada par
(f,g9) € Cla,b] x Cla,b]

faz corresponder

b
da(f,9) = \// |f(t) — g(t)|2dt,

¢ a métrica em Cla, b] associada & norma || ||2.
e A aplicagdo Cla,b] x Cla,b] — R, a < b, que a cada par
(f,9) € Cla,b] x Cla, b]

faz corresponder

b
a(f9) = / () — g(t)dt,

¢ a métrica em C|a, b] associada & norma || ||;.
e A aplicagao Cl[a,b] x Cla,b] — R, a < b, que a cada par
(f,g9) € Cla,b] x Cla,b]
faz corresponder

doo(f,9) = max [f(t) — g(t)],

te(a,b]
¢ a métrica em Cla, b] associada & norma || ||e. (Cf. exercicio [1.60})

Exemplo 2.8 Sejam (Mi,d1),. .., (Mg,dy) espagos métricos. Seja M =
My x - X M.

e A aplicacao M x M — R, que a cada par

(xay) = ((xla---awk)v(yla---ayk’)) eMxM

faz corresponder

é uma meétrica em M.

Demonstragao da desigualdade triangular. (As outras propriedades séo tri-
viais.)
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Sejam = = (z1,...,7k),y = (Y1,---,yx), 2 = (21,.-.,2K) € M. Sejam

U = (dl(x17y1)7 .. 'adk(x/wyk?))’v = (dl(y]_,Zl),. c. ,dk;(yk;,Zk;)) € Rk

Consideremos a norma || || em R*. Entdo

k
p2(x,2) = d;(z;, %)
\=
k
< WD (s yy) + dj(y5, %)
j=1
= [lu+vl2
< lullz + lvll2
k k
= D i y)? + | D iy, 2)?
j=1 j=1
= p2(@,y) + p2(y; ). -
e A aplicacao M x M — R, que a cada par
(@,9) = (@1, k), (Y1, - yk)) € M x M
faz corresponder
x,y) = max di(zi,y,
Poo(,Y) et (2 y])
é uma métrica em M.
e A aplicaggo M x M — R, que a cada par
(IL',y) = (('7:17” . ,.Tk), (ylv'” 7yk)) EMxM
faz corresponder
k
pr(w,y) =Y dj(x;,y;)
j=1
é uma métrica em M.
e Resulta da proposicao que, quaisquer que sejam x = (z1,...,xx),

y:(yla"'ayk’)eMa

poo(,y) < pr(z,y) < kpoo(z,y),
p2(x,y) < pi(z,y) < kpa(x,y).

Consequentemente, as métricas p1, p2, Poo SA0 equivalentes.
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e Suponhamos agora que M, ..., M} sdo espagos vetoriais sobre F e que
as métricas dy, ..., d, estdo associadas a normas || [|(1y, -, || [|(x), res-
petivamente. Entao as métricas p1, p2, poo €stao associadas as normas
I {11, 1] [l2, ]| [los, introduzidas no exemplo [1.54]

Definigao 2.9 Sejam (M, d) um espago métrico, X, Y subconjuntos nao
vagios de M e a € M.
Chama-se distdncia de X a Y ao real ndo negativo

d(X,Y) = xe;(nyfey d(z,y).

Chama-se distdncia de X a a ao real ndo negativo

d(X,a) =d(X,{a}) = xlg( d(z,a).

Exercicio 2.10 Sejam (M,d) um espago métrico, X um subconjunto
nao vazio de M e a,b € M. Mostre que

|[d(X,a) —d(X,b)| < d(a,b).

Exercicio 2.11 Seja d a métrica usual em R. Dé exemplos de subcon-
juntos X,Y, Z de R tais que

d(X,Z) > d(X,Y) +d(Y, 2).

Definigao 2.12 Sejam (M, d) um espago métrico e X C M.

Diz-se que X é limitado se existir p € Rg tal que, quaisquer que sejam
T,y € X, d(z,y) < p.

Se X for limitado, chama-se didmetro de X ao real ndo negativo

' 0 se X =0,
diam X = sup d(z,y) se X #0.
z,yeX

Proposicao 2.13 Sejam (M,d) um espago métrico, X C M ea € M.
O conjunto X € limitado se e s se existir v € R(')F tal que qualquer que
seja x € X, d(z,a) <.

Demonstragdo. A proposicao ¢ trivial se X = (). Suponhamos que X # ()
esejabe X.

Suponhamos que X ¢é limitado. Seja p € Rg tal que, quaisquer que sejam
z,y € X, d(z,y) < p. Entdo, qualquer que seja x € X,

d(z,a) < d(xz,b) +d(b,a) < p+d(b,a).

Reciprocamente, suponhamos que existe v € RS’ , qualquer que seja = €
X, d(z,a) < v. Entao, quaisquer que sejam x,y € X,

d(z,y) < d(z,a)+d(a,y) < 2uv. -
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2.2 Convergéncia de sucessoes
Seja (M, d) um espago métrico.

Definigao 2.14 Diz-se que uma sucessao (zp)nen de elementos de M
converge para um limite [ € M (]II) se, para qualquer § € RT, existir p € N
tal que, qualquer que seja n > p, d(z,,l) < d; ou seja, se a sucessao de
nameros reais (d(zy,!))nen convergir para 0.

Uma sucessao diz-se convergente se convergir para um limite.

Proposicao 2.15 Uma sucessao de elementos de M converge para quan-
do muito um limite.

Demonstragao. Seja (zp)neny uma sucessao de elementos de M e supo-
nhamos que (x,)neny converge para [ e I'. Seja § € RT. Como (zy,)nen
converge para [, existe p € N tal que, qualquer que sejan > p, d(zp,1) < §/2.
Como (xy,)nen converge para l’, existe ¢ € N tal que, qualquer que sejan > g,
d(zp,l") < §/2. Assim, se m = max{p, ¢}, entéo

0<d(l,l') <d(l,zm) + d(zm,1') <.
Como ¢ é um real positivo arbitrario, d(l,1’) = 0. Donde [ = ['. [
O limite de uma sucessao convergente (z,,)nen representa-se por

lim z, ou limx,.
n—roo

Exemplo 2.16 Consideremos a métrica discreta num conjunto X. Uma
sucessao (Tn)nen € convergente se e s6 se existir p € N tal que, qualquer que
seja n > p, Ty = Tp.

Exemplo 2.17 No espago vetorial C[1,2] das aplicagdes continuas
[1,2] — F, considerem-se as métricas dj,ds e do (cf. exemplo . Sejam
fyfn € C[1,2], n € N, as aplicagbes definidas por

f@) =t falt) =@+ te12)
Para cada t € [1, 2],
0< fult) = £(8) = (L4 ") — 1 < (" 4 Un — ¢ = (21— 1),
Assim

doo(f, f) = max | f,(t) — f(t)] < max t(2"/" — 1) =2(2"/" - 1) - 0,
te[1,2) te[1,2]

!Quando se est4 a trabalhar com mais do que uma métrica em M, diz-se que “(ZTn)nen
converge para [, relativamente & métrica d’, para evitar a ambiguidade. Se a mé-
trica d estiver associada a uma norma || ||, também se diz que “(z»)nen converge para I,
relativamente 4 norma || ||”.
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quando n — 0o, 0 que mostra que a sucessao (fp)nen converge para f,
relativamente a métrica dy.
Por outro lado,

di(fu, f) = /12 fn(t) — f(t)dt < /1275(21/" —1)dt = (2V/" — 1) /12 tdt — 0,

quando n — 0o, 0 que mostra que a sucessao (fp)pen converge para f,
relativamente & métrica dj.
A sucessao (fy)nen também converge para f, relativamente & métrica ds.
Finalmente, a sucessao (f)nen nao converge relativamente a métrica
discreta, pois todos os seus elementos sao distintos.

Exercicio 2.18 |Convergéncia Uniforme| Sejam X um conjunto nao va-
zio e (M,d) um espago métrico. Diz-se que uma aplicagdo f : X — M é
limitada se o conjunto f(X) for limitado. Seja B(X, M) o conjunto de todas
as aplicagoes limitadas f : X — M. Mostre que:

(a) Se f,g € B(X,M), entao existe u € RT tal que, qualquer que seja
e X,d(f(x),g(x)) < p.
(b) A aplicagao

p:B(X,M) x B(X,M) > R,
(f,9) = supd(f(x),g(x)),

zeX

¢ uma métrica em B(X, M), chamada métrica da convergéncia uni-
forme.

(¢) Uma sucessao (fn)nen de elementos de B(X, M) converge para f €
B(X, M), relativamente a métrica p, se e so se, qualquer que seja § €
R, existir p € N tal que, qualquer que seja n > p e qualquer que seja

z € X, d(falz), f(2)) < 6. @)

(d) Se uma sucessao (fn)nen de elementos de B(X, M) convergir para f €
B(X, M), entao, qualquer que seja = € X, (fn(x))nen converge para

f@). @)

Exemplo 2.19 Considerem-se as fungoes f, f, € C[0,1], onde n € N,
definidas por

f)=0,  falt)=1t", te[0,1].

2Quando uma sucessao (f,)nen de elementos de B(X, M) converge para f € B(X, M),
relativamente & métrica p, diz-se que (fr)nen converge uniformemente para f.

3Quando, para qualquer x € X, a sucessdo (fn(z))nen convergir para f(z), diz-se
que a sucessdo (fn)nen converge pontualmente para f. De acordo com este exercicio, a
convergéncia uniforme implica a convergéncia pontual.
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Entao,

1
n—+1

1 1
b £) = [ 100~ FOI = [ de = s 0,
0 0
o0 que mostra que a sucessao ( f, )nen converge para f, relativamente & métrica
d;. Note-se que a sucessao (fn(1))nen tem todos os seus elementos iguais a
1 e, portanto, ndo converge para f(1) = 0.

Exercicio. Mostre que ( f,)nen converge para f, relativamente a métrica
dy. Mostre que (fy)nen ndo converge, relativamente & métrica doo.

Definigao 2.20 Diz-se que uma sucessao (zp)nen de elementos de M é
limitada se o conjunto {z, : n € N} for limitado.

Proposigao 2.21 As sucessdes convergentes de elementos de M sao li-
mitadas.

Demonstragao. Sejam (xy,)nen uma sucessao convergente e [ o seu limite.
Existe p € N tal que, qualquer que seja n > p, d(x,,l) < 1. Seja

v = max{l,d(z1,l),...,d(zp—1,0)}.

Entao, qualquer que seja n € N, d(zy,,l) < v. Pela proposicao 0
conjunto {x, : n € N} é limitado. ]

Definigao 2.22 Seja (z,)peny uma sucessao de elementos de M. Diz-
-se que (Ym)men € uma subsucessdo de (rp)nen se existir uma aplicagao
estritamente crescente v : N — N tal que, qualquer que seja m € N, y,,, =
Ly(m)-

Diz-se que [ € X é um sublimite de (z,)nen se existir uma subsucessao
de (z)nen que converge para [.

Lema 2.23 Sejav : N — N uma aplicacdo estritamente crescente. Qual-
quer que seja m € N, v(m) > m.

Demonstra¢ao. Por indu¢ao em m. Claramente v(1) > 1. Suponhamos
que m > 2. Pela hipotese de indugdo, v(m — 1) > m — 1. Como v é
estritamente crescente, v(m) > v(m —1)+1 > m. ]

Proposicao 2.24 Seja (ry)nen uma sucessao de elementos de M que
converge para um limite | € M. Entao todas as subsucessoes de (Tn)nen
convergem para l.

4 Assim a convergéncia de uma sucessio de funcées relativamente a uma métrica nem
sempre implica a convergéncia pontual.
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Demonstra¢ao. Seja (Ym )men uma subsucessao de (z,,)npen. Sejav : N —
N uma aplicagao estritamente crescente tal que, qualquer que seja m € N,
Ym = Ly(m)-

Seja § € RT. Como (z,,)nen converge para [, existe p € N tal que, qual-
quer que seja n > p, d(x,,l) < 6. Assim, qualquer que seja m > p, v(m) >
m > p e d(Ym,l) = d(z,(m),1) <. Logo (ym)men converge para I. [

Proposicao 2.25 Sejam (zp)nen uma sucessao de elementos de M e
le M. Sao equivalentes:

(a) 1 € sublimite de (xp)neN.

(b) Quaisquer que sejam p € N, § € RT, existe n > p tal que d(xy,1) < 6.

Demonstragao. (a) = (b) Seja (Ym)men uma subsucessao de (n)nen
que converge para [. Seja v : N — N uma aplicacao estritamente crescente
tal que, qualquer que seja m € N, yp, = (). Sejam p €N, § € R*. Como
(Yym)men converge para [, existe ¢ € N tal que, qualquer que seja m > ¢,
d(ym,1) < d. Seja r = max{p,q}. Entdo v(r) > r > p e d(w,4,l) =
d(yr,1) < 6, o que mostra que (b) é satisfeita.

(b) = (a) Recursivamente, para cada m € N, escolhemos v(m) € N, do
seguinte modo: escolhemos v(1) tal que d(x,(1),l) < 1; para cada m > 2,
escolhemos v(m) tal que v(m) > v(m — 1) e d(x,(,),1) < 1/m. Claramente
v : N — N é estritamente crescente. E facil concluir que a subsucessio
(T (m))men de (Tn)nen converge para l. [ ]

2.3 Conjuntos abertos e conjuntos fechados
Seja (M, d) um espago métrico.

Definigao 2.26 Sejam (M,d) um espago métrico, x € M, r € RT.
Chama-se bola aberta com centro em x e raio r ao conjunto

B(z,r)={y e M :d(z,y) <r}. (EI)

Definigao 2.27 Sejam (M, d) um espaco métrico e A C M.

Diz-se que x € A é um ponto interior de A se existir r € RT, tal que
B(z,r) C A.

O conjunto de todos os pontos interiores de A chama-se interior de A e
representa-se por A° ou por int A.

Diz-se que A é um subconjunto aberto de M se A = A°, isto é, se todos
os elementos de A forem pontos interiores de A.

5Se estivermos a trabalhar simultaneamente com mais do que uma estrutura métrica,
acrescentaremos um indice para evitar a ambiguidade da notagao: B a)(x,7), B (z,7)
ou By(z,7) em vez de B(z, ).
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Exemplo 2.28 Seja d a métrica discreta num conjunto M. Seja A C M.
Entao, qualquer que seja x € A, B(z,1) = {z} C A. Assim todos os pontos
de A sao interiores e, portanto, A é aberto.

Proposicao 2.29 Seja (M,d) um espago métrico. Quaisquer que sejam
x € M, r € R", a bola aberta B(z,r) é um aberto.

Demonstragao. Sejam y € B(z,r) e s = d(z,y) (< r). Qualquer que seja
z € B(y,r — s),

d(z,z) < d(xz,y)+d(y,z) < s+ (r—s)=r,

o que mostra que z € B(z,r). Assim B(y,r —s) C B(z,r) e, portanto, y é
um ponto interior de B(z,r). Logo B(xz,r) é um aberto. [

Proposicao 2.30 Sejam (M,d) um espago métrico, X C M ez € X.
Sao equivalentes:

(a) x € ponto interior de X.

(b) Existe um aberto A tal que z € A C X.

Demonstracdo. Se x for um ponto interior de X, entao existe r € RT tal
que B(z,7) C X. O conjunto B(xz,r) é aberto e z € B(x,r) C X.

Reciprocamente, suponhamos que existe um aberto A tal quez € A C X.
Como A ¢é aberto, z ¢ ponto interior de A e existe r € R tal que B(z,7) C A.
Portanto B(x,r) C X, o que mostra que x ¢ ponto interior de X. ]

Proposicao 2.31 Seja (M,d) um espago métrico.
(a) 0 e M sao abertos.
(b) A uniao de uma familia qualquer de abertos é um aberto.

(c) Se Ay e Aa forem abertos, entao Ay N Az € um aberto.

Demonstragao. Resulta trivialmente da defini¢ao que () e M sao abertos.
Seja (A;)jes uma familia de abertos. Seja x € (J;c; A;. Existe [ € J tal
que x € A;. Como A; é aberto, existe r € RT, tal que
B(z,r) C A C (] A4,
Jje€J

0 que mostra que x é um ponto interior de UjeJ A;. Logo UjeJ A;j & aberto.

Sejam Aj, Ag abertos de M. Sejax € AjNAy. Paracadai € {1,2}, como
A; é aberto, existe r; € RT, tal que B(x,r;) C A;. Seja r = min{ry,ra}.

Entao B(z,r) C A1NAsg, 0 que mostra que x é um ponto interior de A; N As.
Logo A1 N As é aberto. [ ]

28



Corolario 2.32 Seja (M,d) um espago métrico. Se Ai,..., A, forem
abertos, entao A1 N---N A, € um aberto.

Proposicao 2.33 Seja (M,d) um espago métrico. Um subconjunto A
de M ¢ aberto se e sd se A for uniao de bolas abertas.

Demonstracdo. Seja A um subconjunto aberto de M. Para cada x € A,
seja 7, € RT tal que B(z,r,) € A. Entao A = J,c 4 B(z, 7).
A afirmagao reciproca resulta das proposigoes [2.29] e 2:31] [

Proposigao 2.34 Seja (X,d|xx) um subespagco métrico de um espago
métrico (M, d). Um subconjunto C de X é um aberto do subespa¢o métrico
X se e s6 se existir um aberto A de M tal que C = AN X.

Demonstracio. Seja C' um aberto de X. Para cada x € C, seja r, € RT
tal que
Bx(z,rp) ={z€ X :d(x,2) <r,} CC.

Entao
A= U By (z,7s),
zeC
é um aberto de M e é facil mostrar que C = AN X.
Reciprocamente, suponhamos que C' é um subconjunto de X e A é um
aberto de M tal que C = AN X. Sejaz € C. Como x € A e A é um aberto
de M, existe r, € RT, tal que Bys(x,r,) C A. Entao

Bx(z,7z) =By(z,r;) N X CANX =C,

0 que mostra que z é um ponto interior de C, relativamente ao espago X.
Logo C é um aberto de X. [ |

Corolario 2.35 Sejam (M,d) um espago métrico e X um aberto de M.
Um subconjunto C' de X € um aberto de X se e s6 se C' for um aberto de

M.

Proposicao 2.36 Sejam (M, d) um espago métrico, (x,)nen uma suces-
sao de elementos de M el € M. A sucessao (xn)nen converge paral se e s6
se, para qualquer aberto A a que | pertencer, existir p € N tal que, qualquer
que sejan > p, T, € A.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que (z,)nen converge para [. Seja A um
aberto a que [ pertence. Como A é aberto, existe § € RT tal que B(l,§) C A.
Como (xy,)nen converge para [, existe p € N tal que, qualquer que sejan > p,
d(xp,1) < 0. Portanto, qualquer que seja n > p, =, € B(l,d) C A.

Reciprocamente, suponhamos que, para qualquer aberto A a que [ per-
tence, existe p € N tal que, qualquer que seja n > p, z,, € A. Seja § € RT.
Como B(l,0) é aberto, existe p € N tal que, qualquer que seja n > p,
xn € B(l,0), isto é, d(xy,1) < 0. Logo (zy)nen converge para . ]

29



Definigao 2.37 Sejam (M, d) um espago métrico e X C M.

Diz-se que y € M é um ponto de acumulacdo de X se, para qualquer
§ € R, existir x € X tal que 0 < d(x,y) < J; isto &, se, para qualquer
6 €RT, XN (B(y,d)\ {y}) # 0.

Diz-se que z € X é um ponto isolado de X se x nao for um ponto de
acumulagao de X.

Proposicao 2.38 Sejam (M,d) um espago métrico e y um ponto de
acumulagao de X C M. Qualquer que seja 6 € R, XN (B(y,d)\ {y}) € um

conjunto infinito.

Demonstragio. Seja § € RT. Suponhamos que X N(B(y, d)\{y}) é finito

e
XN By, 0) \{y}) ={z1,...,zn}.
Seja
e = min{d(y, x1),...,d(y,z,)} < 0.
Note-se que € é positivo porque y é distinto de todos os pontos x1,...,Z,.

Como y é ponto de acumulagdo de X, existe z,41 € X N (B(y,¢€) \ {y}).
Como € < 6,

Tp1 € X N (B(y,0) \ {y})-

Como d(y, xn+1) < € = min{d(y,x1),...,dy,zn)}, Tntr1 & {T1,..., 20}, O
que é uma contradi¢ao. Logo X N (B(y,d) \ {y}) é infinito. ]

Proposicao 2.39 Sejam (M,d) um espago métrico, X C M ey € M.
Sao equivalentes:

(a) y € um ponto de acumulagao de X .
(b) Para qualquer aberto A tal que y € A, X N (A\ {y}) # 0.

(c) Eziste uma sucessao (Tn)nen de elementos de X, todos distintos de y,
que converge para y.

Demonstragao. (a) = (b) Suponhamos que y é um ponto de acumulagao
de X. Seja A um aberto a que y pertence. Como A & aberto, existe § € R
tal que A D B(y,d). Entao

X0 (A\{y}) 2 X N (B(y,0) \ {y}) # 0.

(b) = (c) Suponhamos que (b) é satisfeita. Para cada n € N, escolha-se

zn € X N (B(y,1/n) \ {y}).

Assim )
0 <d(xn,y) < P 0,
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quando n — oo. Donde se deduz que a sucessao (x)nen, cujos elementos
sao todos distintos de y, converge para y.

(c) = (a) Suponhamos que (c) é satisfeita. Seja § € RT. Como (z,,)nen
converge para y, existe p € N tal que, qualquer que seja n > p, d(z,,y) < J.
Como z, # y, 0 < d(xp,y) < d. Logo y é ponto de acumulagao de X. [

Definigao 2.40 Seja (M, d) um espago métrico. Diz-se que F' C M é um
subconjunto fechado do espago métrico M se todos os pontos de acumulagao
de F pertencerem a F'.

Proposicao 2.41 Sejam (M, d) um espago métrico e F C M. Sao equi-
valentes:

(a) F é fechado.

(b) Para qualquer sucessao (xy)nen de elementos de F, se (xp)nen conver-
gir para um limite [ € M, entdo | € F.

Demonstra¢ao. Suponhamos que F' é fechado. Seja (z,)nen uma sucessao
de elementos de F' que converge para um limite [ € M. Se existe n € N
tal que x, = [, entdo [ € F. Suponhamos agora que todos os elementos
da sucessao (x,)nen sao distintos de [. Pela proposicao l é ponto de
acumulacao de F'. Como F' é fechado, [ € F.

Reciprocamente, suponhamos que (b) é satisfeita. Seja y um ponto de
acumulagao de F'. Pela proposigao 2.39] existe uma sucessao de elementos
de F, todos distintos de y, que converge para y. Por (b), y € F. Logo F é
fechado. [ |

Proposicao 2.42 Seja (M,d) um espago métrico. Um subconjunto F
de M é fechado se e s6 se M\ F for aberto.

Demonstra¢ao. Suponhamos que F é fechado. Seja y € M \ F. Como
y € F, y nao é ponto de acumulagao de F. Assim, existe § € R tal que
FN(B(y,0)\{y}) =0. Comoy ¢ F, FNB(y,d) = 0. Donde B(y,d) C
M\ F. Portanto y é ponto interior de M \ F. Logo M \ F é aberto.

Reciprocamente, suponhamos que M \ F' é aberto. Suponhamos que F
nao é fechado. Entao existe um ponto de acumulacao y de F' que nao per-
tence a F. Como y € M\ F e M\ F é aberto, existe 6 € RT tal que
B(y,6) C M\ F. Donde FNB(y,d) = 0. Donde F N (B(y,d) \{y})=0. A
tltima igualdade contradiz a suposi¢do de que y é um ponto de acumulacgao
de F. Logo F é fechado. [ |

Corolario 2.43 Seja (M,d) um espago métrico. Um subconjunto A de
M ¢€ aberto se e s6 se M\ A for fechado.

Proposicao 2.44 Seja (M,d) um espago métrico.
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(a) 0 e M sao fechados de M.
(b) A intersec¢ao de uma familia nao vazia de fechados é um fechado.
(c) Se Fy, Fy forem fechados, entao Fy U Fy é um fechado.

Demonstragao. Resulta das proposigoes [2.31] e [2.42]

(a) Pela proposigao () e M sao abertos. Pela proposigao M =
M\ (e(=M\M sao fechados.

(b) Seja (F;)icr uma familia nao vazia de fechados. Pela proposigao 2.42]
(M \ F});e; uma familia de abertos. Pela proposigao Uier(M \ Fy) &
um aberto. Pela proposigao [2.42]

Fi=M\Jw1\F)

iel iel
é um fechado.

(c) Exercicio. ]

Corolario 2.45 Seja (M,d) um espago métrico. Se Fi,...,F, forem
fechados de M, entao Fy U ---UF, é um fechado de M.

Definigao 2.46 Sejam (M, d) um espago métrico e X C M. O conjunto
formado pelos elementos de X e pelos pontos de acumulagao de X chama-se
fecho ou aderéncia de X. O fecho de X representa-se por X.

Proposicao 2.47 Sejam (M,d) um espago métrico, X C M ey € M.
Entao, y € X se e sd se y for limite de uma sucessao de elementos de X .

Demonstragdo. Suponhamos que y € X. Se y € X, entdo y ¢ o limite da
sucessao que tem todos os elementos iguais a y. Suponhamos agora que y é
ponto de acumulagao de X. Pela proposicao y € limite de uma sucessao
de elementos de X.

Reciprocamente, suponhamos que y é limite de uma sucessao (x,)nen de
elementos de X. Se y for igual a algum dos elementos da sucessao, entao
y € X C X. Se y for distinto de todos os elementos da sucessdo, entdo,
pela proposicao y é ponto de acumulacdo de X. Portanto y € X. Em
qualquer dos dois casos, y € X. [ |

Proposicao 2.48 Sejam (M, d) um espago métrico e X C M. Entao
M\ X°=M\X.

Demonstragao. Sejay € M\ X°. Sejan € N. Comoy ¢ X°, B(y,1/n) &
X. Seja x, € B(y,1/n) \ X. Assim (zp)nen é uma sucessao de elementos
de M\ X e d(y,x,) < 1/n — 0, isto é, (z,)nen converge para y. Pela
proposigao lev ye M\ X.
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Reciprocamente, seja y € M \ X. Pela proposigao m y € limite de
uma sucessao (Zn)nen de elementos de M\ X. Seja r € RT. Existe p € N
tal que, qualquer que sejan > p, d(y,x,) < r, 0 que mostra que B(y,r) Z X.
Logoy & X°eye M\ X°. [

Proposicao 2.49 Sejam (M,d) um espago métrico e X C M. Entao
M\ X =(M\X)°.

Demonstragao. Seja Y = M \ X. Entdao X = M \ Y. Utilizando a
proposicao anterior,

M\X =M\ (M\Y)=M\(M\Y°) =Y°=(M\X)°. n

Proposicao 2.50 Sejam (M,d) um espago métrico e X C M. Entao
X° € aberto, X° C X e X° € o maior aberto contido em X.

Demonstracdo. Vejamos que X° é aberto. Seja x € X°. Pela proposicao
2.30] existe um aberto A tal que x € A C X. Seja y € A. Pela proposigao
[2.30] como y € A C X, y é um ponto interior de X. Portanto A C X°. Pela
proposigao [2.30} como x € A C X°, x ¢ um ponto interior de X°. Logo X°
é aberto.

Pela definicao de X°, X° C X.

Seja A um aberto contido em X. Seja z € A. Pela proposigao [2.30] como
x € AC X, x éum ponto interior de X e z € X°. Logo A C X°. Logo X°
é o maior aberto contido em X. [ |

Proposicao 2.51 Seja X um subconjunto de M. Entio X € fechado,
X C X e X ¢ o menor fechado que contém X .

Demonstragao. Pela proposigao M\ X = (M\X)°. Pela proposic¢io

(M \ X)° é aberto. Pela proposigao X ¢é fechado.
Pela definicao de X, X C X.
Seja F' um fechado que contém X. Entao M\ F é abertoe M\ F C M\ X.

Pela proposigoes e M\FC(M\X)°=M\X. Logo X C F.
Logo X é o menor fechado que contém X. [ |

Exercicio 2.52 Sejam (M, d) um espaco métrico e X C M.
Mostre que Y C X é um fechado do subespago métrico X se e s6 se
existir um fechado F' de M tal que Y = FN X.

Exercicio 2.53 Sejam (M, d) um espago métrico, x € M, r € RT e
Blu,r] = {y € M:d(z,y) < r}.
Mostre que B[z, r] é fechado e B(z,r) C Bz, r]. (EI)

5A inclusdo pode ser estrita: Se M tiver pelo menos 2 elementos e d for a métrica
discreta, entdo, Vz € M, B(x,1) = {z} G M = B[z, 1].
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2.4 Limites

Definigao 2.54 Sejam (M,d) e (M’',d') espagos métricos, X C M, f :
X — M', 9 € M um ponto de acumulagao de X el € M’.

Diz-se que f converge para o limite [, quando x convergir para xg (]ZI), se,
para qualquer § € R, existir e € R, tal que, qualquer que sejax € X \{zo},
se d(z,z0) < €, entao d'(f(z),1) < 4. Isto é, se, para qualquer § € R™ existir
e € RT, tal que, qualquer que seja x € X N(By(zo,€)\{z0}), f(x) € By(l,9).

Prova-se a seguir que, se f convergir para um limite, quando x convergir
para xg, entao esse limite é tnico. Esse limite inico representa-se por

Jm J(@).

Proposicao 2.55 Sejam (M,d) e (M',d') espagos métricos, X C M,
f:X — M e xg € M um ponto de acumulacio de X. A aplicagio f
converge para quando muito um limite, quando x convergir para xg.

Demonstragdo. Suponhamos que f converge para dois limites [,1’ € M’,
quando x convergir para zg. Seja § € RT.

Como f(x) — I, quando z — ¢, existe e € RT tal que, qualquer que
seja x € X \ {zo}, se d(x,x0) < €, entdo d'(f(x),l) < /2.

Como f(z) — I', quando  — xp, existe ¢ € RT tal que, qualquer que
seja x € X \ {zo}, se d(z,x0) < €, entao d'(f(x),l') <d/2.

Seja r = min{e, ¢'}. Como zg ¢ um ponto de acumulagao de X, existe
x € X N (B(xg,r) \ {zo}). Assim x € X \ {zo} e d(z,z9) < r. Donde
d,U) < d, f(x) +d(f(x),l') < §/24+6/2 = 5. Como § é um real
positivo arbitrario, d'(I,I') = 0. Logo | =1'. ]

Proposicao 2.56 Sejam (M,d) e (M',d') espagos métricos, X C M,
f: X —= M, g€ M um ponto de acumulagio de X el € M'.
Sao equivalentes:

(a) f converge para l, quando x convergir para xg.

(b) Para qualquer sucessao (xy)nen de elementos de X \ {zo} que converge
para xg, a sucessao (f(xn))nen converge para .

Demonstragao. (a) = (b) Suponhamos que f converge para [, quando
x convergir para zp. Seja (Zn)nen uma sucessao de elementos de X \ {xo}
que converge para zg. Seja d € RT.

Como f converge para [, quando x convergir para xg, existe € € RT tal
que, qualquer que seja z € X \ {zo}, se d(x,x0) < €, entdo d'(f(x),l) <.

Como (x,)nen converge para xo, existe p € N tal que, qualquer que seja
n > p, d(z,, z9) < €.

"Também se escreve “f(x) — I, quando = — "
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Portanto, qualquer que seja n > p, d'(f(zn),l) < §. Logo (f(zn))nen
converge para [.

(b) = (a) Suponhamos que (b) é satisfeita. Com vista a uma contradi-
¢ao, suponhamos que (a) ¢ falsa. Entao existe § € RT tal que, qualquer que
seja € € RT, existe z € X \ {xo} tal que d(z,z0) < e e d(f(z),l) > 4.

Em particular, qualquer que seja n € N, existe z, € X \ {xo} tal que
d(xn,z0) < 1/ned(f(xn),l) > 0.

Como 0 < d(zp,x0) < 1/n — 0, a sucessdo (T, )pen converge para x.
Por (b), (f(zn))nen deveria convergir para [, o que é falso, pois, qualquer
que sejan € N, d'(f(z,),1) > 6 > 0. ]

Proposicao 2.57 Sejam (M,d) e (M',d') espagos métricos, X C M,
f: X — M, xz9g € M um ponto de acumulagio de X el € M’'.
Sao equivalentes:

(a) f converge para l, quando x convergir para xg.

(b) Para qualquer aberto C' de M’ tal que | € C, existe um aberto A de M
tal que zo € A e fF(XN(A\{x0})) CC.

Demonstrag¢ao. (a) = (b) Suponhamos que (a) é satisfeita. Seja C
um aberto de M’ tal que | € C. Como C é aberto, existe § € RT tal
que By(1,8) C C. Por (a), existe ¢ € RT tal que, qualquer que seja x €
X N (Ba(xo,e) \ {zo}), f(z) € By (l,5) C C. Logo (b) é satisfeita.

(b) = (a) Suponhamos que (b) é satisfeita. Seja § € R*. Entao C' =
By (1,0) ¢ um aberto de M’ el € C. Por (b), existe um aberto A de M tal
que zg € Ae f(XN(A\{xo})) C C. Seja e € R tal que By(zg,¢€) C A.
Entao, qualquer que seja z € X N (Bg(xo,€) \ {z0}), f(z) € C = By (l,0).
Logo (a) ¢ satisfeita. ]

2.5 Continuidade

Definigao 2.58 Sejam (M, d) e (M’',d') espagos métricos, f: M — M’
e v9 € M. Dizse que f é continua em x( se, para qualquer § € RT,
existir e € R, tal que, qualquer que seja z € M, se d(z,z0) < €, entao
d'(f(z), f(xg)) < 6. Isto é, se, para qualquer § € R, existir € € R, tal que
f(Ba(zo,€)) € Ba(f(w0),0).

Diz-se que f é continua se f for continua em todos os pontos do seu
dominio.

Se Y C M, diz-se que uma aplicagao h : Y — M’ é continua num ponto
Yo € Y se h for continua em yg, considerando em Y a métrica induzida.

Proposigao 2.59 Sejam (M,d) e (M',d') espagos métricos, f : M —
M exo€e M.
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(a) Se xg nao for um ponto de acumulagao de M, entao f € continua em
Zo-

(b) Se xy for um ponto de acumulagao de M, entao f é continua em xg se
e s6 se [ convergir para f(xo) quando x convergir para xg.

Demonstragao. (a) Suponhamos que xg nao é ponto de acumulagao de
M. Entao existe e € RT tal que M N(Bgy(xo,€)\{zo} = 0, isto ¢, By(zo,€) =
{z0}. Assim, qualquer que seja § € RT, f(Bgy(zo,€)) = f({zo}) = {f(z0)} C
Ba (f(20),9).

A demonstracao de (b) é exercicio.

Proposigao 2.60 Sejam (M,d) e (M',d') espagos métricos, f : M —
M' e xg € M. Sao equivalentes:

(a) f € continua em x.

(b) Para qualquer sucessao (xn)nen de elementos de M que converge para
xo, a sucessio (f(xn))nen converge para f(xo).

Demonstracao. Em primeiro lugar, suponhamos que xg é ponto de acu-
mulagao de M. Pela proposi¢ao anterior, (a) é equivalente a
(c) f converge para f(zg) quando z convergir para xg.

Pela proposicao [2.56] (c) é equivalente a (b).

Suponhamos agora que xg nao é ponto de acumulagao de M. Pela de-
finicio de ponto de acumulacdo, existe § € RT tal que, qualquer que seja
x € X\ {zo}, d(z,z9) > 0. Pela proposi¢ao anterior, (a) é verdadeira.

Vejamos que (b) também ¢é verdadeira. Seja (xy)nen uma sucessao de
elementos de M que converge para xg. Assim existe p € N tal que, qualquer
que seja n > p, d(zy,z9) < d. Donde, qualquer que seja n > p, x,, = xp €
f(zn) = f(xo). Logo (f(xn))nen converge para xg e (b) é verdadeira. ]

Proposicao 2.61 Sejam (M,d) e (M',d') espagos métricos, f : M —
M' e xg € M. Sao equivalentes:

(a) f € continua em xg.

(b) Para qualquer aberto C de M’ tal que f(xg) € C, existe um aberto A
de M tal que xg € A e f(A) C C.

Demonstragao. (a) = (b) Suponhamos que (a) é satisfeita. Seja C' um
aberto de M’ tal que f(zg) € C. Existe 6 € RT tal que By (f(z9),d) C C.
Por (a), existe € € R tal que f(Bg(zo,€)) C By (f(z0),d) C C. Como
A = By(xp,€) é aberto de M e xg € A, a demonstragao esta completa.

(b) = (a) Suponhamos que (b) é satisfeita. Seja § € R*t. Entao C' =
By (f(zo),d) € aberto de M’ e f(zg) € C. Por (b), existe um aberto A de
M tal que g € A e f(A) C C. Seja € € RT tal que By(xp,¢) C A. Entao
f(Ba(zo,€)) C f(A) CC =By(f(x0),d). Logo (a) é satisfeita. ]
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Exercicio 2.62 Sejam (M, d), (M’,d’") e (M",d") espagos métricos. Se-
jam f:M — M, g: M — M", z9g € M.

1. Mostre que, se f for continua em xg e g for continua em f(xg), entao
gf é continua em xg.

2. Diz-se que f é uniformemente continua se, para qualquer § € RT,
existir e € RT tal que, quaisquer que sejam x,y € M, se d(z,y) < ¢,
entio d'(f(x), £(y)) < 0.

Mostre que:

(a) Se f for uniformemente continua, entao f é continua.

(b) Se f e g forem uniformemente continuas, entdo gf é uniforme-
mente continua.

3. Diz-se que f é lipschitziana se existir 4 € R tal que, quaisquer que
sejam x,y € M, d'(f(x), f(y)) < pd(z,y).

Mostre que, se f for lipschitziana, entao f é uniformemente continua.

2.6 Espacgos métricos completos

Definigao 2.63 Diz-se que uma sucessao (x)neny de elementos de um
espago métrico (M, d) é uma sucessio de Cauchy se, para qualquer 6 € RT,
existir p € N tal que, quaisquer que sejam m,n € N, com m > n > p,
d(Xm, Tp) < 0.

Proposicao 2.64 Se uma sucessao (zp)nen de elementos de um espago
métrico (M, d) for convergente, entao (xn)nen € uma sucessao de Cauchy.

Demonstra¢ao. Suponhamos que [ € M é o limite de (z,)nen. Seja
§ € RT. Existe p € N tal que, qualquer que seja n > p, d(zp,l) < §/2.
Quaisquer que sejam m,n > p, d(Tm, Ty) < d(Tm, 1) + d(l, 2,) < 0. [

O reciproco da proposi¢ao anterior nem sempre é verdadeiro. No sub-
espago (0,4+00) de R, com a métrica euclidiana, a sucessao (1/n),en € de
Cauchy mas nao é convergente.

Definigao 2.65 Seja (M,d) um espago métrico. Diz-se que M é com-
pleto se todas as sucessoes de Cauchy de elementos de M forem convergentes.
Diz-se que um subconjunto C' de M é completo se C, com a métrica induzida,
for um espago métrico completo.

Exemplo 2.66 Pela proposi¢ao[L.8| R e C, com as métricas euclidianas,
sao espagos métricos completos. R é um subconjunto completo de C.
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Proposigao 2.67 Se C' for um subconjunto completo de um espaco mé-
trico M, entao C' é um subconjunto fechado de M.

Demonstragao. Seja (zy)neny uma sucessao de elementos de C' que con-
verge para um limite [ € M. Como (x,)nen é convergente, (z,)nen € uma
sucessao de Cauchy. Como C' é completo, (z,,)nen ¢ convergente em C. Logo
[ € C. Pela proposicao C é fechado. [ ]

Proposigao 2.68 Se M for um espago métrico completo e C for um
subcongunto fechado de M, entio C' é um subconjunto completo de M.

Demonstragao. Seja (ry)neny uma sucessao de Cauchy de elementos de
C. Como M é completo, (z,,)nen converge para um limite [ € M. Como C
é fechado, [ € C. Logo (z,,)nen é convergente em C. Logo C' é completo. m

Teorema 2.69 |Cantor| Seja (M,d) um espago métrico completo. Seja
(Xn)nen uma sucessao de subconjuntos nao vazios de M tal que,

e qualquer que sejan € N, X, € fechado e limitado,
o qualquer que sejan € N, X, D X1,
e (diam X,),en converge para 0.

Entao o congunto [ X, € constituido por um inico elemento.

neN

Demonstracao. Para cada n € N, fixemos um elemento x, em X,,. Seja
§ € R*. Como (diam X,,),en converge para 0, existe p € N tal que, qualquer
que seja n > p, diam X,, < 6. Sejam m > n > p. Entao z,, € X;;, C X,
ez, € X, C X, Assim d(xp,r,) < diamX, < 0. Logo (zp)nen € uma
sucessao de Cauchy. Como M é completo, (x,)nen converge para um limite
Il € M. Sejan € N. Note-se que [ ¢ o limite da sucessao (Zp)m>n, que
é uma sucessao de elementos de X,,. Como X, é fechado, [ € X,,. Logo
le mnGN XTL

Seja x € (),ey Xn- Entao, qualquer que seja n € N, 0 < d(l,z) <
diam X,,. Como (diam X,,),ecn converge para 0, deduz-se que d(l,z) = 0.
Logo [ = x. Logo [ é o tinico elemento de (1), cp Xn- [ |
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Exercicio 2.70 Seja (M,d) um espac¢o métrico. Mostre que:
1. @ é um subconjunto completo de M.

2. Se C] e (5 forem subconjuntos completos de M, entao C; U Cy é com-
pleto.

3. Se (C});er for uma familia nao vazia de subconjuntos completos de M,
entao (;c; Ci é completo.

2.7 Espacos métricos compactos

Definigao 2.71 Diz-se que um espago métrico (M, d) é compacto se toda
a sucessao (z,)nen de elementos de M tiver pelo menos um sublimite.

Diz-se que um subconjunto K de M é compacto se K, com a métrica
induzida, K for um espaco métrico compacto.

Exemplo 2.72 Qualquer subconjunto finito de um espaco métrico é
compacto. Um conjunto infinito, com a métrica discreta, nao é compacto.

Proposigao 2.73 Se K for um subconjunto compacto de um espago mé-
trico M, entao K € um subconjunto completo de M.

Demonstragao. Seja K um subconjunto compacto de M. Seja (zp)neN
uma sucessao de Cauchy de elementos de K. Como K ¢é compacto, (,)nen
tem um sublimite [ € K e existe uma aplicagao estritamente crescente v :
N — N tal que (2,(y))men converge para [. Vejamos que (o, )nen converge
para l. Seja § € RT.

Como (:L',,(m))meN converge para [, existe p € N tal que, qualquer que
seja m > p, d(Ty(m), 1) < 6/2. Como (z,)nen é de Cauchy, existe ¢ € N tal
que, quaisquer que sejam m > n > ¢, d(Zy,, Tn) < 0/2. Seja m > max{p, q}.
Entao v(m) >me

d(l‘m, l) < d(l‘m, xz/(m)) + d(SUl,(m), l) < 0.
Logo (xn)nen converge para [. Logo K é completo. [

Proposigao 2.74 Seja K um subconjunto de um espago métrico M. Sao
equivalentes:

(a) K € compacto.

(b) [Propriedade de Bolzano-Weierstrass| Qualquer subconjunto infinito de
K tem pelo menos um ponto de acumulacdo que pertence a K.
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Demonstra¢ao. (a) = (b) Suponhamos que K é compacto. Seja X
um subconjunto infinito de K. Seja (z,)ney uma sucessao de elementos
de X, todos distintos. Como K ¢é compacto, (,)nen tem uma subsucessao
convergente para um limite [ € K. Como os elementos da sucessao (2, )nen
s@o todos distintos, (z,)nen tem uma subsucessdao com os elementos todos
distintos de I que converge para !l € K. Portanto [ ¢ um ponto de acumulagao
de X em K.

(b) = (a) Suponhamos que (b) é satisfeita. Seja (xy)nen uma sucessao
de elementos de K. Se o conjunto X = {z,, : n € N} for finito, entao pelo
menos um dos elementos de X repete-se uma infinidade de vezes na sucessao
(n)nen. Assim (x,)nen tem uma subsucessao constante que converge para
um elemento de K.

Suponhamos agora que X = {z,, : n € N} ¢ infinito. Por (b), X tem pelo
menos um ponto de acumulacao y € K. Recursivamente, construimos uma
aplicagao estritamente crescente v : N — N do modo seguinte. Seja v(1) = 1.
Seja m > 2. Pela proposicao m X NB(y,1/m) é um conjunto infinito.
Assim existe v(m) € N tal que v(m) > v(m —1) e z,(,) € X N B(y,1/m).
Como )

0< d(x,,(m),y) < m — 0,

quando m — oo, deduz-se que a subsucessao (T, (m))men de (5 )nen converge
paray € K.
Logo K é compacto. [ |

Proposigao 2.75 Seja K um subconjunto de um espago métrico M.
(a) Se K for compacto, entao K € fechado e limitado.
(b) Se M for compacto e K for fechado, entao K é compacto.

Demonstra¢ao. (a) Suponhamos que K é compacto. Pela proposigao
[2.73] K é completo. Pela proposigao [2.67] K é fechado.

Com vista a uma contradi¢ao, suponhamos que K nao é limitado. Seja
a € M. Pela proposigao [2.13] para cada n € N, existe z,, € K tal que
d(wn,a) > n. Seja (T, (m))men uma subsucessdo da sucessao (T)nen. Para
cada m € N, d(xy(n),a) > v(m) > m. Pela proposicio concluimos
que o conjunto {T,(,) : m € N} nao é limitado. Pela proposicio
(T (m))men ndo é convergente. Logo (zn)nen ndo tem sublimites. Logo K
nao é compacto.

(b) Suponhamos que M é compacto e K é fechado. Seja (z,)pen uma
sucessao de elementos de K. Como M é compacto, (2, )nen tem um sublimite
I € M e existe uma subsucessao (Z,(m))men de (T, )nen que converge para
[. Como K é fechado, pela proposigao [2.41] [ € K. Logo K é compacto. H

Exercicio 2.76 Mostre que, se K for um subconjunto compacto de um
espago métrico M e F' for um subconjunto fechado de M, entao K N F é
compacto.
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Exercicio 2.77 Seja M um espago métrico. Mostre que:
1. ( é um subconjunto compacto de M.

2. Se K; e Ky forem subconjuntos compactos de M, entao K; U Ko é
compacto.

3. Se (K;);es for uma familia nao vazia de subconjuntos compactos de M,
entdo (;c; K; ¢ compacto. @

2.8 Caraterizacao de Borel-Lebesgue dos conjuntos
compactos

Definicao 2.78 Diz-se que um subconjunto X de um espacgo métrico M
é totalmente limitado se, para qualquer § € RT, existirem p € N e subcon-
juntos Z1,...,7Z, de M limitados com didmetro que nao excede ¢ tais que
XCZ1U---UZp,.

O subconjunto () de um espago métrico é totalmente limitado, pois, to-
mando Z; = (), vem () C Z; e diam Z; = 0.

Proposigao 2.79 Seja X um subconjunto de um espago métrico M.
Se X for totalmente limitado, entdo X € limitado.
Se X for totalmente limitado e Y C X, entao Y ¢ totalmente limitado.

Demonstracao. Exercicio. [ ]

Lema 2.80 Se X for um subconjunto limitado de um espago métrico M,
entio X € limitado e diam X = diam X.

Demonstracio. Sejam x,y € X. Pela proposicio existem sucessoes
(Tn)nen € (Yn)nen de elementos de X tais que (zy)nen converge para x e
(Yn)nen converge para y. Seja § € RT. Assim existe p € N tal que, qualquer
que sejan > p, d(xn,z) < 6 e d(yn,y) < 0. Donde

d(z,y) < d(z,zp) + d(zp, yp) + d(yp,y) < d + diam X + 0.

Como § é um ntimero real positivo arbitrario, d(z,y) < diam X. Donde X
¢ limitado e diam X < diam X. Como X C X, diam X < diam X. Logo
diam X = diam X. [

Lema 2.81 Se K for um subconjunto compacto de um espago métrico
M, entdo K € totalmente limitado.

8Sugestao: Utilize a proposicao m
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Demonstracdo. Seja K um subconjunto de um espago métrico M que
nao é totalmente limitado. Entao

(a) existe & € RT tal que, quaisquer que sejam p € Ne Z1,...,Z, C M
limitados com didmetro que nao excede §, K € Z1 U---U Z,,.

Para cada ¢ € M, diamB(z,§/2) < ¢. De facto, quaisquer que sejam
y,z € B(2,0/2), d(y, z) < d(y,z)+ d(z, z) <.

Seguidamente, escolhemos uma sucessao (T, )nen de elementos de K tal
que, qualquer que seja n > 2,

n—1

zn & | B(x;,6/2).
j=1

Como K nao é totalmente limitado, K # (). Escolha-se 1 € K. Suponhamos
que ja escolhemos x1,...,x,-1. Por (a),

n—1
K ¢Z | B(;,6/2).
j=1

Escolha-se
n—1

z, € K\ B(x;,6/2).

J=1

Quaisquer que sejam m,n € N, com m > n, x,, € B(z,,d/2), e, por-
tanto, d(zm,zn) > 6/2. Seja (T,(m))men uma subsucessdo de (Tn)nen-
Entdo, quaisquer que sejam m,n € N, com m > n, vem v(m) > v(n) e
d(Ty(m)s Tu(n)) = 0/2. Assim (Zy(m))men nd0 é uma sucessao de Cauchy e,
portanto, ndo é convergente. Logo (zy,)nen nao tem sublimites. Logo K néo
é compacto. [ ]

Exemplo 2.82 Consideremos o espago métrico (£°°,dx).

Seja X = B0, 1], o subconjunto de ¢*° formado por todas as sucessoes
cuja distancia & sucessao nula nao excede 1.

Com vista a uma contradi¢ao, suponhamos que X ¢é totalmente limi-
tado. Entao existem p € N e subconjuntos 71, ..., Z, de £*° limitados com
diametro que nao excede 1/2 tais que X C Z; U---U Z,,.

Para cada k € N, seja e, a sucessao cujo k-ésimo termo é 1 e os restantes
sao nulos. Claramente, as sucessoes e pertencem a X. Como existe uma
infinidade de sucessoes ey, existe j € {1,...,p} e existem k,l € N tais que
kE#leeye €Z;. Entao

1 =ds(ex, ) < diam Z; < 1/2,

o que é absurdo. Logo X nao é totalmente limitado. Pela proposicao ante-
rior, X nao é compacto.
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Sabemos, das disciplinas de Anélise Matematica dos primeiros anos, que
um subconjunto K de R* é compacto se e s6 se K for fechado e limitado.

Neste exemplo, X nao é compacto, mas é fechado (exercicio [2.53) e limi-
tado.

Lema 2.83 Seja X um subconjunto fechado e totalmente limitado de um
espago métrico M. Suponhamos que

(a) existe uma familia (A;);cr de abertos de M tal que X C |
para toda a parte finita I de I, X < |J

Entao, qualquer que seja & € RT, existe um subconjunto fechado e totalmente
limitado S de M tal que S C X, diam S < § e, para toda a parte finita Iy de

I7 S,@ UieloA

Demonstracio. Seja & € RT. Como X é totalmente limitado, existem

ier Ais €

’LEIO

peNe Zy,...,Z, C M limitados e com diametro que nao excede d tais que
XCZ1U---UZp,.
Com vista a uma contradi¢ao, suponhamos que, para cada j € {1,...,p},

existe uma parte finita I; de I tal que X N Z; C Uielj A;. Entao

X=XN(Z1U---UZ)=(XNnZ)u---u(XnzZ)c |J 4,

1€l U---Ulp

o que contradiz (a). Assim existe j € {1,...,p} tal que, para toda a parte
finita Io de I, X N Z; € U;eq, Ai

Como X ¢ fechado e X N Z; g X, vem que XNZ; € X. Como X ¢
totalmente limitado, X N Z; também o é. Além disso,

diam(X N Z;) = diam(X N Z;) < diam Z; < 0.

Finalmente, como X N Z C X N Zj, deduz-se que, para toda a parte finita
Iyde I, XNZ; ¢ [ |

’LEI()

Teorema 2.84 Seja M um espago métrico. Sao equivalentes:
(a) M é compacto.

(b) [Propriedade de Borel-Lebesgue| Qualquer que seja a familia de abertos
(A)icr de M tal que M = J;c; Ai, ewiste uma parte finita Iy de I tal
que M =

ZEI()

Demonstragao. (a) = (b) Com vista a uma contradi¢ao, suponhamos
que (a) é verdadeira e (b) é falsa. Como (b) ¢ falsa, existe uma familia de
abertos (A;)ier de M tal que M = J,c; Ai, e, para toda a parte finita Iy de
1M # Uy, A

Pelo lema [2.81] M é completamente limitado. Pelo lema anterior, existe
um subconjunto fechado e totalmente limitado 5’1 de M tal que diam S§7 < 1

e, para toda a parte finita Iy de I, S1 € Uzelo
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Pelo lema anterior, existe um subconjunto fechado e totalmente limitado
Sy de M tal que Sy C S, diam Sy < 1/2 e, para toda a parte finita Iy de I,
S2 ¢ Uz‘elo A;.

Repetindo o argumento anterior sucessivamente, construimos uma suces-
sao de subconjuntos fechados de M,

S128 2,

tal que, qualquer que seja n € N, S, é totalmente limitado, diam S,, < 1/n
e, para qualquer parte finita Iy de I, S, € UiEIo A;. Note-se que S, # 0.

Pela proposicao M é completo. Pelo teorema [2.69] o conjunto
Mpen Sn € constituido por um tnico elemento x. Como M = |J,c; A;, existe
j €Italquex € A;. Como Aj; é aberto, existe r € RT tal que B(z,r) C A;.

Seja n € N tal que 1/n < r. Sejay € S,. Como diamsS, < 1/n,
d(y,z) < 1/n < r. Donde y € B(z,r) C A;. Logo S, C Aj, o que é
absurdo.

(b) = (a) Com vista a uma contradi¢do, suponhamos que (b) ¢ verda-
deira e (a) é falsa. Pela proposi¢ao existe um subconjunto infinito X
de M que nao tem pontos de acumulagao em M.

Seja y € M. Como y nao é ponto de acumulagao de X, existe um aberto

Ay de M tal que y € Ay e X N (A, \ {y}) =0. Assim X N4, C {y}.

Claramente
M= A,
yeK

Como (b) é satisfeita, existe um subconjunto finito L de M tal que

M =[] A,

yeL
Entao
X=xnM=Xn|J4,=&xnA4)c|J{ =L,
yel yeL y€eL
0 que é absurdo, pois X é infinito e L é finito. ]

Corolario 2.85 Seja K um subconjunto de M. Sao equivalentes as afir-
magoes sequintes:

(a) K é compacto.

(b) [Propriedade de Borel-Lebesgue| Qualquer que seja a familia de abertos
(Ai)ier de M tal que K C |J;c; Ai, emiste uma parte finita Iy de I tal
que K C U;eq, Ai-

44



2.9 Continuidade uniforme

Sejam (M, d) e (M’',d") espagos métricos e f : M — M'.
Diz-se que f é uniformemente continua se, para qualquer § € R, exis-
tir e € R tal que, quaisquer que sejam z,y € M, se d(z,y) < €, entao

d'(f(x), f(y)) < 9.

E facil verificar que, se f for uniformemente continua, entao f é conti-
nua. A afirmacdo reciproca nem sempre é verdadeira. Por exemplo, com as
meétricas usuais, a aplicagao

g:(0,1) >R t—1/t,
é continua mas nao é uniformemente continua.

Teorema 2.86 Sejam (M,d) e (M',d") espagos métricos e f: M — M'.
Se M for compacto e f for continua, entao f € uniformemente continua.

Demonstracdo. Com vista a uma contradi¢do, suponhamos que M é
compacto, f é continua e f nao é uniformemente continua. Entao existe
§ € R tal que, qualquer que seja ¢ € R, existem x,y € M tais que
d(z,y) < e e d(f(z), f(y)) > . Em particular, qualquer que seja n € N,
existem x,,y, € M tais que

d(@n,yn) <1/n e d(f(zn), f(yn)) = 0. (2.1)

Como M é compacto, a sucessao (x,)nen tem uma subsucessao (xu(m))mEN
que converge para um limite [ € M. Assim

d(yy(m)7 l) < d(yu(m)v mu(m)) + d(xu(m)7 l) < —/— d(xu(m)a l) — 0,

v(m)

quando m — oco. Portanto a sucessao (y,j(m))meN converge para [. Como f é

continua, as sucessoes (f(T,(m)))meN € (f (Yy(m)))men convergem para f(l).
Assim

d/(f(xy(m))a f(yu(m))) < d,(f(xu(m))7 l) + d/(la f(yu(m))) — 0,

quando m — o0, o que ¢ uma contradigdo, porque, de acordo com ({2.1)),
d,(f(xu(m))a f(yu(m))) > 4, qualquer que seja m € N. u
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Capitulo 3

Espacos Topologicos

3.1 Definicao e exemplos

Definigao 3.1 Seja T um conjunto. Chama-se topologia em T a um
conjunto 7 de partes de T tal que

(Tl) (Z), Ter,
(T2) se (A;)icr for uma familia de elementos de 7, entao (J;.; A; € T,
(T3) se A1, Ag € 7, entao Aj N Ay € 7.

Se 7 for uma topologia em T, diz-se que o par (T,7) é um espago topo-
ldgico, ou, se nao existir perigo de confusao, que 1" é um espaco topoldgico.
Os elementos de 7 chamam-se subconjuntos abertos do espago topologico T'.

Proposigao 3.2 Seja T uma topologia num conjuntol’. Se Ay,..., A, €
T, entdo AyN---NA, €T.

Exemplo 3.3 Seja (M, d) um espago métrico. O conjunto 7 dos sub-
conjuntos abertos de M, relativamente & métrica d, € uma topologia em M,
que chamaremos topologia associada & métrica d.

Dizemos que um espago topologico (7', 7) é metrizdavel, ou que a topologia
T & metrizdvel, se T estiver associada a uma métrica.

Chamamos topologia euclidiana ou usual de F* & topologia associada &
métrica euclidiana.

Exemplo 3.4 Seja T" um conjunto. Relativamente & métrica discreta,
qualquer subconjunto de T' é aberto (cf. exemplo . Assim o conjunto
P(T) de todas as partes de T' é a topologia associada & métrica discreta de
T. Dizemos que P(T') é a topologia discreta em T
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Exemplo 3.5 Seja T um conjunto. Entao 7 = {0, T} é uma topologia
em T, chamada topologia cadtica (ou grosseira).

Exemplo 3.6 Seja T um conjunto. Entao
T={0tU{X CT:T\X é finito}

é uma topologia em T, chamada topologia cofinita.

Demonstragio. Pela defini¢ao de 7, § € 7. Como T'\ T = () é finito, T € 7.
Seja (X;)ier uma familia de elementos de 7. Se, para qualquer i € I, X; = (),

entdao J,c; Xi = () € 7. Suponhamos agora que existe ig € I tal que X;, # 0.

Entao T\ X;, é finito e
T\ | JXi= T\ X;) ST\ X,
iel iel
Assim T'\ |J;¢; X € finito e (J,;o; Xi € 7.
Finalmente, sejam X, X5 € 7. Se existe ¢ € {1,2} tal que X; = (), entdo

X1 N Xy =0 € 7. Suponhamos agora que, qualquer que seja i € {1,2},
X; # 0. Entao, qualquer que seja i € {1,2}, T'\ X; ¢é finito e

T\ (X1NXe)=(T\X1)U(T\ Xs)

¢é finito. Portanto X1 N Xy € 7.

Logo 7 é uma topologia em T'. [ |

Se T for finito, entao a topologia cofinita é a topologia discreta.
Se T for infinito, entdo a topologia cofinita ndo é metrizavel.

Demonstrac¢ao. A primeira afirmacao é trivial. Provemos a segunda.

Com vista a um absurdo, suponhamos que 7' é infinito e a topologia cofinita
esta associada a uma métrica d.

Sejam x,y elementos distintos de T'. Seja € = d(z,y)/2 € R*. Como B(z,¢)
e B(y, €) sdo abertos, T'\ B(xz,¢) e T\ B(y, €) séo finitos. Portanto B(z,¢) e
B(y, €) sao infinitos. Se existisse z € B(z, €) N B(y, €), entdo

d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < 2 = d(z,y),

o que é absurdo. Logo B(z,¢) N B(y,¢) = 0. Donde B(z,¢) C T\ B(y,¢), o
que é absurdo, pois B(z, €) ¢ infinito enquanto T\ B(y, €) é finito. [ ]

Exemplo 3.7 Seja (T,7) um espago topologico. Seja X C T. Entao
7 ={XNA:Aéaberto de T}

é uma topologia em X. Diz-se que 7’ é a topologia em X induzida pela
topologia 7. Diz-se também que (X, 7’) é um subespago topoldgico de (T, 7).
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Demonstragio de que 7' € uma topologia em X. Como ) = X NP e () € T,
per. Como X=XNTeTer, XeT.

Seja (C;)ier uma familia de elementos de 7/. Para cada i € I, existe 4; € T
tal que C; = X N A;. Assim

Uci=Jxna)=xnl]A.

i€l i€l i€l

Como 7 & uma topologia, | J;c; A; € 7. Portanto, { J;.; C; € 7'.
Sejam C1,Cs € 7'. Para cada i € {1,2}, existe A; € 7 tal que C; = X N A4;.
Assim
CinCy = (XﬂAl)ﬂ(XﬂAz) :Xﬂ(AlﬂAg).
Como 7 é uma topologia, A; N Ay € 7. Portanto C; N Cs € 7.

Logo 7' ¢ uma topologia em X. [ ]

Sejam agora (M,d) um espago métrico e X C M. A topologia em X
induzida pela topologia em M associada & métrica d é igual a topologia em
X associada a métrica d)y . x-

Demonstracao. A topologia em X induzida pela topologia em M associada
& métrica d é
T={XNA:Aéaberto de (M,d)}.

A topologia em X associada & métrica d|xxx €
7' ={C: C éaberto de (X,d|xxx)}.
Pela proposicao =1 [ ]

Proposigao 3.8 Seja T um conjunto. Seja (7j)jcs uwma familia nao
vazia de topologias em T'. Entao mjeJ 7j € uma topologia em T'.

Demonstragao. Para cada j € J, 0, T € 7; porque 7; € uma topologia em
T. Portanto 0, T € (;c; 7;-

Seja (A;)ier uma familia de elementos de mjeJ 7j. Seja j € J. Entao
(A;i)icr uma familia de elementos de 7;. Como 7; é uma topologia em T,
Uie[ A; € Tj Portanto Uie] A; € ijJTj'

Sejam Ay, Az € ;s 7j- Seja j € J. Entdo Ay, A2 € 7. Como 7; &é uma
topologia em T', A1 N Ap € 7;. Portanto A; N Ay € mjeJ ;.

Logo ﬂjeJ 7; ¢ uma topologia em 7. ]

Definigao 3.9 Sejam T um conjunto e Z C P(T'). Chamamos topologia
em T gerada por Z & interseccao de todas as topologias em T que contém Z
@. A topologia em T gerada por Z é a menor, para a inclusao de conjuntos,
topologia em T' que contém Z.

!Note-se que existe pelo menos uma topologia em T que contém Z: a topologia discreta
P(T).
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Definigao 3.10 Sejam 7,7 topologias num conjunto T'. Diz-se que 7 ¢é
mais fina do que 7’ se T D 7.

Proposigao 3.11 Sejam d e d’ métricas num conjunto M tais que existe
v € RT tal que, quaisquer que sejam x,y € M, d'(x,y) < vd(z,y). Entdo a
topologia T associada & métrica d é mais fina do que a topologia ' associada
a métrica d'.

Demonstragao. Seja A € 7. Sejax € A. Como A é um aberto de (M, d’),
existe r € RT tal que

By(z,r)={ye M :d(x,y) <r} CA.
Assim
By(z,r/v)={y e M : d(x,y) <r/v} C{ye M : d'(z,y) <r} C A.

Portanto x é ponto interior de A relativamente & métrica d. Logo A é um
aberto de (M, d), ou seja, A € 7. Logo 7’ C 7. (]

Corolario 3.12 Sejam d e d’ métricas num conjunto M. Se d e d' forem
equivalentes, entdo d e d' tém associada a mesma topologia.

Exercicio 3.13 Mostre que, se T for um conjunto com pelo menos 2
elementos e 7 for a topologia cadtica em T, entdo 7 nao é metrizavel.

Exercicio 3.14 Seja M = {1/n : n € N}. Sejam d a métrica usual em
M e d' a métrica discreta em M. Mostre que:

1. A sucessao (1/n)pen € de Cauchy em (M,d) e ndao é de Cauchy em
(M, d").

2. (M,d’) é completo e (M,d) nao é completo.
3. A topologia discreta em M esté associada as métricas d e d'. (EI)
Exercicio 3.15 Seja (M, d) um espac¢o métrico. Mostre que:
1. A aplicagao
d:MxM—R, (z,y) min{l,d(z,y)},
¢ uma métrica em M.
2. As métricas d e d’ tém associada a mesma topologia.

3. As métricas d e d’ nem sempre sdo equivalentes. (Dé um exemplo.)

2 ‘s o = . .
Este exercicio mostra que a completude de um espago métrico ndo é uma propriedade topo-
logica, isto é, ndo pode ser caraterizada utilizando apenas a topologia associada & métrica.
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3.2 Bases de abertos

Definigao 3.16 Seja (7', 7) um espago topologico. Chamamos base de
abertos do espago topologico T a qualquer subconjunto B de 7 tal que todo
o aberto de T é unido de uma familia de elementos de B.

Exemplo 3.17 Seja (T, 7) um espago topologico. O conjunto de todos
os abertos de T é uma base de abertos de T'.

Exemplo 3.18 Seja (M, d) um espago métrico. Pela proposigao m
o conjunto de todas as bolas abertas de M é uma base de abertos de M,
relativamente & topologia associada a d.

Proposicao 3.19 Seja (T,7) um espago topoldgico. Se B for uma base
de abertos de T, entdo T € a topologia em T gerada por B.

Demonstracao. Exercicio.

Proposigao 3.20 Seja B um conjunto de abertos de um espago topold-
gico T'. Sao equivalentes:

(a) B € uma base de abertos de T

(b) Qualquer que seja o aberto A e qualquer que seja x € A, existe B € B
tal que x € B C A.

Demonstragao. (a) = (b) Suponhamos que (a) é satisfeita. Seja A um
aberto e seja x € A. Como B é uma base de abertos de T, existe uma familia
(Bi)ier de elementos de B tal que A = | J;c; B;. Como x € A, existe j € I
tal que x € B;. Claramente x € B; C A.

(b) = (a) Suponhamos que (b) é satisfeita. Seja A um aberto. Por (b),
para cada z € A, existe B, € B tal que € B, C A. E facil verificar que

A= UBI.

T€A

Logo B é uma base de abertos de T'. [ |

Proposigao 3.21 Seja B um conjunto de partes de um conjunto T'. Sao
equivalentes:

(a) Ewxiste uma topologia T em T tal que B é uma base de abertos de (T, ).

(b) Sao satisfeitas as sequintes condigoes:

(1) Qualquer que seja x € T, existe B € B tal que x € B.
(ii) Quaisquer que sejam By, By € B, x € By N By, existe B € B tal
que x € B C B1 N Bs.
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Demonstragao. (a) = (b) Suponhamos que (a) é satisfeita. Entao a
afirmagao (b) no enunciado da proposi¢ao é satisfeita.

Seja x € T. Pela afirmagao (b) no enunciado da proposi¢ao existe
B € B tal que x € B C T. Portanto (i) é satisfeita.

Provemos agora (ii). Sejam By, By € Bex € BiNBy. Como By, By € Be
B é uma base de abertos, os conjuntos By e Bs sdo abertos. Portanto B1NBo
¢ aberto. Pela afirmagao (b) no enunciado da proposigao , existe B € B
tal que x € B C By N Bs.

(b) = (a) Suponhamos que (b) é satisfeita. Seja 7 o conjunto das partes
A de T tais que A é unido de elementos de B. Vejamos que 7 é uma topologia
em T.

O conjunto vazio é a uniao da familia vazia de elementos de B. Portanto
() € 7. Por (i), para cada x € T, existe B, € B tal que x € B,. Entao

T = UBJCET.
zeT

Seja (A;)ier uma familia de elementos de 7. Para cada i € I, existe uma
familia (B; j)jes, de elementos de B tal que A; = UjeJi B; ;. Entao

UAZ':U UB,'J‘GT.
iel i€l jeJ,

Sejam B, D € B. Por (ii), para cada x € BN D, existe B, € B tal que
z € B, C BND. Entao

BND= U By e
rzeBND

Sejam agora Ap, Ay € 7. Existem familias (B;)ier ¢ (D) es de elementos
de B tais que
Al:UBZ (S AZZUDJ
il jeJ

Entao

AjNAy = (UB,-) n|{UDpi| =lJUJminD)).

icl jedg icl jeJ
Tendo em conta os dois paragrafos anteriores, A1 N Ay € 7.

Logo 7 é uma topologia em T. Pela definicao de 7, B é uma base de
abertos do espago (T, 7). ]

Exercicio 3.22 Seja T' = {1,2,3,4}. Construa a topologia gerada por

X = {{1}7 {1’ 2}7 {17 4}’ {4}}

Diga se X é uma base de abertos para essa topologia.
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Exercicio 3.23 Mostre que um conjunto B de partes de um conjunto 7T'
é uma base de abertos para a topologia discreta em T se e s6 se, qualquer
que seja x € T, {x} € B.

Exercicio 3.24 Seja B uma base de abertos de um espago topologico T'
e seja X um subespaco de T. Mostre que

B ={BnX:BehB}
é uma base de abertos de X.

Exercicio 3.25 |Topologia da reta acabada| Fixemos dois objetos dis-
tintos —oo, +00 que nao pertencem a R e seja R = RU {—o0, +oo}. Es-
tendemos a ordenacao de R a R da forma usual: qualquer que seja a € R,
—o0 < a < H4o0.

Chamamos intervalos de R aos conjuntos de um dos tipos:

(a,b) = {z€R:a <z <b},
| ={zeR:a<z<0b},
| ={reR:a<z<b},
[a,b) = {r €R:a < x < b},
onde a,b € R, a < b. Em particular, §) e os subconjuntos de R com um tinico
elemento sao intervalos. Note-se que os intervalos de R sédo os intervalos de

R contidos em R.
Mostre que:

1. O conjunto

B ={(a,b):a,b € R,a < b}
¢ uma base de abertos de R, com a topologia usual.

2. Existe uma tnica topologia 7 em R, chamada topologia da reta acabada,
tal que o conjunto

B=BU{(a,+00] : a € R}U{[—00,b) : b € R}
é uma base de abertos do espaco (R, 7).
3. A topologia da reta acabada induz, em R, a topologia usual.
Exercicio 3.26 Mostre que
B={(b,4+0):beR}

é uma base de abertos de uma topologia 7 em R. Mostre que, em R, a
topologia usual é mais fina do que 7.
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3.3 Conjuntos fechados. Interior e fecho
A proposicao motiva a defini¢do seguinte.

Definigao 3.27 Sejam T um espago topologico e X C T. Diz-se que
x € X é um ponto interior de X se existir um aberto A tal que x € A C X.
O conjunto de todos os pontos interiores de X chama-se interior de X e
representa-se por X° ou int X.

Proposigao 3.28 Seja 1" um espago topoldgico. Um subconjunto X de
T € aberto se e s6 se X = X°.

Demonstracao. Suponhamos que X é aberto. Pela defini¢ao de ponto
interior, X° C X. Seja x € X. Como X é aberto e x € X C X, x é ponto
interior de X, ou seja, x € X°. Assim X C X°. Logo X = X°.

Reciprocamente suponhamos que X = X°. Seja x € X = X°. Como
x é ponto interior de X, existe um aberto A, tal que z € 4, C X. E facil

verificar que
xX=J 4.
zeX
Como a uniao de abertos é um aberto, X ¢é aberto. ]

A proposigao motiva a defini¢do seguinte.

Definigao 3.29 Sejam T um espago topologico e X C T. Diz-se que
y € T é um ponto de acumulagdo de X (em T') se, para qualquer aberto A
de T tal quey € A, X N(A\ {y}) # 0. Diz-se que x € X é um ponto isolado
de X se x nao for um ponto de acumulagdo de X.

Definigao 3.30 Sejam T um espago topolégico e F' C T. Diz-se que
F é um subconjunto fechado de T se todos os pontos de acumulacao de F'
pertencerem a F'.

Proposicao 3.31 Seja T um espaco topoldgico. Um subconjunto F de
T é fechado se e sé se T\ F for aberto.

Demonstragao. Suponhamos que F é fechado. Sejay € T'\ F. Como F
é fechado, y ndo é ponto de acumulacdo de F'. Assim existe um aberto A tal

quey€ceAe FN(A\{y})=0. Comoy ¢ F, FNA=(. Donde ACT\F.
Portanto y é ponto interior de T'\ F'. Logo T\ F' é aberto.

Reciprocamente, suponhamos que 7'\ F' é aberto. Sejay € T'\ F'. Como
FO((T\F)\{y}) =0,

y nao é ponto de acumulacao de F'. Logo todos os pontos de acumulacao de
F pertencem a F. Logo F' é fechado. [ |

93



Corolario 3.32 Seja T um espago topoldgico. Um subconjunto A de T
é aberto se e sé se T\ A for fechado.

Proposigao 3.33 Seja T um espago topoldgico.
(a) 0 e T sao fechados.
(b) A intersec¢ao de uma familia nao vazia de fechados € fechada.

(c) Se Fy, Fy forem fechados, entao Fy U Fy € fechado.
Demonstracio. E analoga a demonstracao da proposicao m [ |

Corolario 3.34 Seja T um espago topologico. Se Fy,...,F, forem fe-
chados, entao Fy U ---U F, é fechado.

Proposigao 3.35 Seja F um conjunto de partes de um conjunto T tal
que:

(a) O e T pertencem a F.

(b) A intersec¢ao de qualquer familia nao vazia de elementos de F pertence
a F.

(c) Se Fi,Fy € F, entio F1 UF; € F.

Entao existe uma e uma sé topologia 7 em T tal que os fechados de (T,T)
sao os elementos de F.

Demonstragao. Seja T = {T\ F : F € F}. Mostre que 7 é uma topologia
em T e os fechados de (T, 7) sao os elementos de F.

Para provar a unicidade, suponhamos que 7/ também é uma topologia
em T tal que os conjuntos fechados de (T, 7") sdo os elementos de F. Entao
X é aberto de (T, 7) sse T'\ X for fechado de (T, 7) sse T\ X € F sse T'\ X
for fechado de (T, 7') sse X for aberto de (T,7'). Logo 7 = 7. ]

Exemplo 3.36 Seja x um cardinal infinito. Seja 7" um conjunto. Seja F
o conjunto cujos elementos sao 1" e as partes de T' com cardinal inferior a k.
Claramente as condicoes (a), (b) e (c) da proposigao anterior sao satisfeitas.
Portanto F é o conjunto dos fechados de uma tnica topologia 7 em 7.
Quando k = Ny, 7 é topologia cofinita.

Definigao 3.37 Sejam T um espago topologico e X C T. Chama-se
fecho ou aderénciade X (em T') ao subconjunto de 7" formado pelos elementos
de X e pelos pontos de acumulacao de X. O fecho de X representa-se por
X.

Proposicao 3.38 Sejam T um espaco topoldgico e X CT. Entao

T\X°=T\X.
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Demonstra¢ao. Seja y € T\ X°. Sey € T\ X, entdo y € T\ X.
Suponhamos agora que y ¢ T'\ X. Seja A um aberto de T tal que y € A.
Comoy & X°, AZ X. Sejaze A\ X. Entao z € (T'\ X) N A. Como
yET\X, y# 2 Assim z € (T\ X) 1 (A\ {y}) e (T\ X) N (A\ {y}) 0.
Portanto y é um ponto de acumulagao de 7'\ X. Donde y € T'\ X. Logo
T\X°CT\X.

Reciprocamente seja y € T\ X. Sey € T\ X, entdo y € T\ X°,
uma vez que X° C X. Suponhamos agora que y ¢ 7'\ X. Entao y é um
ponto de acumulagao de 7'\ X. Seja A um aberto tal que y € A. Entao
(T\X)N(A\{y}) #0. Comoy & T\ X, (T\X)NA # 0. Donde
A ¢ X. Pela defini¢ao de ponto interior, y ¢ X°. Assim y € T'\ X°. Logo
T\X CT\ X n

Proposigao 3.39 Sejam T um espago topologico e X CT. Entao
T\X = (T\X)°.
Demonstracio. E analoga a demonstracao da proposicao ]

Proposigao 3.40 Sejam T um espago topoldgico e X CT. Entdo X° é
aberto, X° C X e X° € o maior aberto contido em X.

Demonstracdo. Em primeiro lugar, observemos que, se C' for um aberto
contido em X, entdo C' C X°. Seja x um elemento de um aberto C contido
em X. Pela defini¢ao de ponto interior, x € X°. Portanto C' C X°.

Seja r € X°. Existe um aberto A tal que x € A C X. Pela observagao
anterior, A C X°. Logo = é ponto interior de X°. Logo X° é aberto.

Pela definicao de X°, X° C X. Pela observagao inicial desta demonstra-
¢ao, X° é o maior aberto contido em X. [ |

Proposigao 3.41 Sejam T um espaco topoldgico e X CT.
(a) X € fechado, X C X e X ¢ o menor fechado que contém X .
(b) X ¢ fechado se e s6 se X = X.

Demonstragao. (a) ¢ uma adaptagao simples da demonstragao da propo-
sicao [2.51} (b) é um corolério de (a). ]

Definigao 3.42 Sejam T um espago topologico e X C T.

Chama-se exterior de X ao interior de 7'\ X.

Chama-se fronteira de X ao conjunto T\ (X° U (T \ X)°). Representa-
-se a fronteira de X por 0.X.

Claramente, o interior, o exterior e a fronteira de X sao conjuntos dis-
juntos 2a2eT =X°U(T\X)°UIX.
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Exercicio 3.43 Sejam 1" um espago topoldgico e X C T. Mostre que
y € 0X se e s6 se, para qualquer aberto A tal que y € A, ANX # (e
AN(T\ X) #0.

Exercicio 3.44 Sejam 1" um espago topolégico e X C T. Mostre que
um subconjunto Y de X é um fechado de X se e s6 se existir um fechado F
de T tal que Y = FN X.

Exercicio 3.45 Sejam T um espago topologico e X,Y C T. Mostre que:
1.Se X CY,entdo X°CY°e X CV.

2. (X°)°=X°e X = X.

3. (XNY)=X°NY°eXU uy.

)~<
S X

4.0X =X\X°=XNT\X=09(T\ X).

~—

3.4 Limites

A definigao seguinte é motivada pela proposigao [2.57

Definigao 3.46 Sejam T e T espacos topologicos, X C T, f: X — T,
zo € T um ponto de acumulagao de X el € T".

Diz-se que f converge para o limite [, quando x convergir para xg (ED, se,
para qualquer aberto C de T” tal que [ € C, existir um aberto A de T tal

que zg € Ae f(XN(A\{xo})) CC.

Exemplo 3.47 Nas condigoes anteriores, o limite, se existir, pode nao
ser tinico. Se a topologia em T for a caotica, entao, qualquer que sejal’ € T”,
f converge para ', quando x convergir para zg.

Proposicao 3.48 Sejam T e T espacos topoldgicos, B uma base de aber-
tos de T e B’ uma base de abertos de T'. Sao equivalentes:

(a) f converge para l, quando x convergir para xg.

(b) Para qualquer D € B' tal que | € D, existe B € B tal que xg € B e
S(XN(B\{zo})) € D.

Demonstracao. Exercicio. ]

3E escreve-se “f(x) — I, quando = — x¢”.
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3.5 Continuidade
A definigao seguinte é motivada pela proposicao 2.61]

Definigao 3.49 Sejam T e T espacgos topologicos.

Diz-se que uma aplicacao f : T — T’ é continua em xo € T se, para
qualquer aberto C' de T” tal que f(x¢) € C, existir um aberto A de T tal
que g € Ae f(A) CC.

Diz-se que f : T — T’ & continua se f for continua em todos os pontos
do seu dominio.

As demonstragoes das 3 proposigbes seguintes sao exercicios.

Proposigao 3.50 Sejam T e T’ espagos topoldgicos e f: T — T'.

Se xg € T nao for ponto de acumulagao de T, entdo f € continua em xg.

Se xg € T for ponto de acumulacio de T, entdo f € continua em xg se e
s6 se f convergir para f(xg), quando x convergir para xg.

Proposicao 3.51 Sejam T,T',T" espacos topoldgicos.

Se f:T — T for continua em z9g € T e g : T — T" for continua
em f(xg), entao gf € continua em xy. Consequentemente, se f e g forem
continuas, entao gf € continua.

Proposigao 3.52 Sejam T e T’ espagos topolégicos, f: T — T', xg € T,
B uma base de abertos de T e B uma base de abertos de T". Sao equivalentes:
(a) f € continua em xg.

(b) Para qualquer D € B’ tal que f(xo) € D, existe B € B tal que xg € B
e f(B) CD.

Proposicao 3.53 Sejam T e T’ espacos topoldgicos e f : T — T'. Sao
equivalentes:
(a) f é continua.
(b) Para qualquer aberto C de T', f~1(C) ¢ aberto de T.
(c) Para qualquer fechado G de T', f~1(G) ¢ fechado de T.

Demonstragao. (a) = (b) Suponhamos que f é continua. Seja C' um
aberto de T". Seja w9 € f~1(C). Como f é continua em xg e f(xg) € C,
existe um aberto A de T tal que 2o € A e f(A) C C. Donde A C f~1(C).
Portanto x( ¢ ponto interior de f~1(C). Logo f~1(C) & aberto de T.

(b) = (a) Suponhamos que (b) é satisfeita. Seja zg € T. Seja C
um aberto de 7" tal que f(xg) € C. Por (b), f~1(C) é aberto de T. Entao
zo € fHC) e f(f~H(C)) C C. Logo f é continua em zg. Logo f é continua.
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(b) = (c¢) Suponhamos que (b) ¢é satisfeita. Seja G um conjunto fechado
de T'. Entao T'\G é aberto de T". Por (b), f~}(T"\G) é aberto de T. Donde
T\ f~YT'\G) é fechado de T. E facil mostrar que T'\ f~1(T'\G) = f~1G).

(c) = (b) O argumento é analogo ao anterior. ]

Definigao 3.54 Sejam T e T espacos topologicos.

Diz-se que uma aplicacao f : T — T’ & aberta se, para qualquer aberto
AdeT, f(A) for aberto de T".

Diz-se que f : T — T" é fechada se, para qualquer fechado F' de T, f(F)
for fechado de T".

Exemplo 3.55 Seja S um conjunto com pelo menos 2 elementos. Sejam
To a topologia cadtica e 71 a topologia discreta em S.

A aplicac@o indentidade idg : (S,71) — (S,70), = +— =, é continua e nao
é aberta. A aplicagao idg : (S,79) — (S, 71) é aberta e nao é continua.

Proposigao 3.56 Sejam T e T’ espagos topolégicos, f : T — T' e B’
uma base de abertos de T'. Sao equivalentes:
(a) f é continua.
(b) Para qualquer D € B', f~1(D) ¢ aberto de T.
Demonstragdo. Pela proposicao [3.53] (a) = (b).
Suponhamos agora que (b) é satisfeita. Seja C' um aberto de T’. Seja

(D;)ier uma familia de elementos de B’ tal que C' = |J,.; D;. Para cada
i€, f~Y(D;) é um aberto de T. Donde

ey =t <U Di> = r oy

il 1€l

il

é aberto de T'. Pela proposicao f é continua. [ |
Exercicio 3.57 Sejam (T, 7) e (T’,7') espagos topologicos. Mostre que:

1. 7 é a topologia discreta se e s6 se, qualquer que seja o espago topologico
(S, 0), qualquer aplicagdo g : T — S é continua.

2. 7' & a topologia cattica se e s6 se, qualquer que seja o espaco topologico
(S,0), qualquer aplicagdo h : S — T" é continua.

Homeomorfismos

Definigao 3.58 Sejam T e T” espagos topologicos. Diz-se que uma apli-
cacao f: T — T' & um homeomorfismo se f for invertivel e continua e a sua
inversa for continua.

Diz-se que os espacos topologicos T e T" sao homeomorfos se existir um
homeomorfismo de T para T".
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Observagao 3.59 Sejam T e T’ espagos topologicos e f : T — T uma
aplicacao bijetiva. Pela proposi¢ao f~! é continua se e s6 se f for
aberta. Assim,

(a) se f for um homeomorfismo, entdo f e f~! sdo continuas e abertas;

(b) f & um homeomorfismo se e s6 se f for bijetiva, continua e aberta.

Proposigao 3.60 A aplicagcao inversa de um homeomorfismo € um ho-
meomorfismo. A composicao de dois homeomorfismos € um homeomorfismo.

Exemplo 3.61 Considere-se R*¥ munido com a norma || ||z (e com a
topologia associada & métrica associada a esta norma). As aplicagoes

1

:RF = B(0,1), v ———u,
/ S e P78

1

g:B(0,1) 5 RF, v ———,
1=z

sdo continuas e uma é a inversa da outra. Consequentemente, o espago Rk ¢
homeomorfo ao seu subespago B(0,1).

Proposicao 3.62 Se f: (T,7) — (T",7") for um homeomorfismo, entao
as aplicacoes
b:7 =71, A f(A),

U:7 =7, C— fY0),

sao0 invertiveis e uma € a inversa da outra.

Demonstracao. Note-se que, como f é aberta e continua, as aplicagoes ®
e U estao bem definidas. Como f é bijetiva, é facil concluir que ®¥ = id
e Vd =id,. [ ]

A proposicao anterior mostra que a estrutura topoldgica de dois espagos
homeomorfos é idéntica e é facil provar afirmacgoes como as seguintes.

Exercicio 3.63 Sejam f : T — T’ um homeomorfismo e X C T. Mostre
que:

1. x € X é um ponto interior de X se e s6 se f(z) for um ponto interior

de f(X).

2. y € T ¢ um ponto de acumulacdo de X se e s6 se f(y) for um ponto
de acumulagao de f(X).
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3.6 Produtos finitos de espacos topologicos
Sejam 17, ..., T} espagos topolégicos e T =T} x --- X T}. Seja
B={A1 x---xA,:Ajéabertode Tj,j € {1,...,k}}. (3.1)
Como T € B, a condigao (i) da proposigao é trivialmente satisfeita. Se
Ay x - X A, Cy x -+ x Cy € B,
entao
(Ap X - X A)N(Cy x -+ xC)=(A1NC) X x (AxNCy) B

e é facil concluir que a condigao (ii) da proposi¢ao também ¢é satisfeita.
Pela proposigao [3.21], existe uma topologia 7 em T tal que B é uma base de
abertos de (T, 7).

Diz-se que (T, 7) é o espago topoldgico produto de Ty, ..., Ty, e que T é a
topologia produto das topologias em 17, ..., k.

Para cada j € {1,...,k}, chama-se j-ésima projecao de T" em Tj a apli-
cagao j : T'— T}, que a cada (z1,...,2x) € T faz corresponder ;.

Proposigao 3.64 Sejam 11, ..., T} espacos topoldgicos e T o espago to-
poldgico produto de Ty, ..., T}.
(a) Para cada j € {1,...,k}, a projecio j : T — T € continua e aberta.

(b) Quaisquer que sejam o espago topoldgico Z e z € Z, uma aplicagcdo
f:Z — T é continua em z se e sd se, para qualquer j € {1,...,k},
wif + Z — T} for continua em z.

Demonstracao. Exercicio. ]

Proposicao 3.65 Sejam T1,..., Ty espacos topoldgicos e (T, T) o espago
topoldgico produto de Ti,...,T,. Seja o uma topologia em T tal que, com
esta topologia, a sequinte propriedade € satisfeita:

(a) Para cada j € {1,...,k}, a projecio mj : T — T} € continua.
Entao 7 C 0. Assim, a topologia produto é a menor topologia em T com a

propriedade (a).

Demonstragao. Considere-se a base de abertos B de (T, 7) descrita em
(3.1). Seja A= A; x --- x Ay € B. Como (T, o) satisfaz (a),

ﬂ—j_l(Aj):TlX"'XT‘j—IXAjXT‘j—i-IX"'XTk

é um aberto de (T, 0), qualquer que seja j € {1,...,k}. Portanto

k
A=Ay x-oox A= ()1 (4)
j=1
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é um aberto de (T, 0), isto ¢, A € 0. Logo B C o. Pela proposigao B

gera 7. Logo 7 C 0. [ |
Exemplo 3.66 Sejam M, ..., M} espagos topoldgicos metrizaveis, cu-
jas topologias estao associadas a métricas d, ..., dy, respetivamente. Seja

M:M1X"'><Mk.
Qualquer uma das métricas p1, p2, poo em M, definidas no exemplo [2.8]
esté associada & topologia produto em M.

Demonstragdo. Como as métricas p1, p2, Ppso S0 equivalentes, basta provar
que po, tem associada a topologia produto em M (cf. corolario [3.12]).

Seja
B={A; x---x A :Aj éabertode Mj,j € {1,...,k}}. (3.2)
Seja 7 a topologia produto em M, que é a topologia em M gerada por B.

Seja 7’ a topologia em M associada a ps.. De acordo com o exemplo 0
conjunto B’ formado pelas bolas abertas de (M, ps) é uma base de abertos
de (M, 7"). Portanto B’ gera a topologia 7’.

Observe-se que, quaisquer que sejam x = (z1,...,2x) € M, r € RT, a bola
aberta B, _(z,r) tem a forma

B, (z,7) = Bg,(z1,7) X -+ X Bg, (2, 7)

e, portanto, é um elemento de B. Assim B’ C B C 7. Como 7' é a menor
topologia em M que contém B, 7 C 7.

Sejam agora
A=A x - x A, €B, x=(x1,...,2%) € A
Para cada j € {1,...,k}, sejar; € RT tal que
xj € By, (x5,15) C Aj.
Seja r = min{ry,...,r;}. Entdo

x € B, _(x,r) = Bq,(x1,7) X -+ x Bg, (zg,7)
g Bdl(xlarl) XX Bdk(xkark:) g A7
o que permite deduzir que x é um ponto interior de A no espago (M, poo)-

Logo A é um aberto de (M, p), isto &, A € 7. Logo B C 7/. Como B gera
T, TCT. [ |

Proposicao 3.67 Seja (M, d) um espago métrico. Entao d: M x M —
R € uma aplicacdo continua, considerando em M a topologia associada @
métrica d, em M x M a topologia produto e em R a topologia usual.

Demonstracao. Consideremos em M x M a métrica p;, a qual tem as-
sociada a topologia produto. Seja (xg,y0) € M x M. Seja § € RT. Seja
(z,y) € M x M tal que

p1((z,y), (x0,v0)) = d(z,z0) + d(y, yo) < 9.
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Entao

d(z,y) < d(x,20) + d(x0, yo) + d(y0, y),
d(o,y0) < d(zo,z) + d(z,y) + d(y, yo)-

Donde

d(z,y) — d(xo, yo)

< d(z, o) + d(yo,y) <9,
d(wo,y0) — d(z,y) <

(z0, ) +d(y, y0) < 0.

Donde |d(z,y) — d(zo,y0)] < . Logo d é continua em (zg,yo). Logo d é
continua. ]

d
d

Exercicio 3.68 Sejam (M, d) um espago métrico e x € M. Mostre que
a aplicacdo d, : M — R, y +— d(x,y), é continua.

Exercicio 3.69 Sejam T7,...,T} espagos topologicos e T o espago to-
polégico produto de T1,...,Ty. Para cada j € {1,...,k}, seja B; uma base
de abertos de 7. Mostre que

B,:{Bl X -+ X By : Bj EBj, je{l, ... k}}
é uma base de abertos de T
Exercicio 3.70 Sejam S = {s},T1,T>,T5 espagos topologicos. Mostre
que as aplicagoes seguintes sao homeomorfismos.
(a) f:Th = {s} xTh, =z (s,x).
(b) g:T1 xTy = ToxTy, (x,y)+ (y,).
(c) h:Ty xTo x Ty — (Th x Ta) x T3, (z,y,2) — ((x,9), 2).

3.7 Espacos topolbégicos compactos
O teorema motiva a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.71 Diz-se que um espago topoldgico T' é compacto se, para
qualquer familia de abertos (Al)ze 1 tal que T' = (J;o; Ai, existir uma parte
finita Ip de I tal que T = {J;¢;, A

Diz-se que um subconjunto X de um espago topologico T' é compacto se
X, com a topologia induzida pela topologia de T, for compacto.

Proposicao 3.72 Um subconjunto X de um espaco topologico T' é com-
pacto se e so se, para qualquer familia de abertos (Az)zel tal que X C | J;cp Ai

existir uma parte finita Iy de I tal que X C Uzelo

Demonstracdo. Exercicio. ]
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Exemplo 3.73 Os subconjuntos finitos de um espago topologico sao
compactos.

Proposigao 3.74 Seja X um subconjunto de T'. Sao equivalentes as
afirmacoes sequintes:
(a) X € compacto.
(b) Para qualquer familia nao vazia de fechados (F;)ier de T tal que

XN (Nier Fi) =0, existe uma parte finita nao vazia Iy de I tal que
XN (niefo E) - (b

Demonstragao. (a) = (b) Suponhamos que X ¢é compacto. Seja (F;)ier
uma familia nao vazia de fechados de T' tal que X N ((,c; F;) = 0. Entao
(T'\ Fy)ier € uma familia de abertos de T e

XcT\(F=JT\F).
iel iel

Como X é compacto, existe uma parte finita nao vazia Iy de I tal que

Xcla@\r)=7\)F.

i€lp i€lg
Donde X N (N;cp, £1) = 0.
(b) = (a) Suponhamos que (b) é satisfeita. Seja (A4;);c; uma familia

de abertos de T tal que X C J;c; 4. Se I = 0, entdo X = e X &

compacto. Suponhamos que I # (). Entao (T \ 4;)ic; € uma familia nao
vazia de fechados de T" e

0=Xxn (T\UAZ) =XnN (ﬂ(T\A»)

el i€l

Por (b), existe uma parte finita ndo vazia Iy de I tal que

b=xn{[(T\A)|=Xn [T\ ] 4

i€ly i€l

Donde X C | J,.; A;. Logo X é compacto. [ |

i€lp

Proposicao 3.75 [Propriedade de Bolzano-Weierstrass| Se K for um
subconjunto compacto de um espaco topologico T, entdo, para qualquer sub-
conjunto infinito de K, existe pelo menos um ponto de acumulacdo que per-
tence a K.
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Demonstra¢do. Com vista a uma contradi¢do, suponhamos que K é um
subconjunto compacto de T' e existe um subconjunto infinito X de K que
nao tem pontos de acumulacao em K. Seja y € K. Como y nao é ponto de
acumulagao de X, existe um aberto A, de T tal que y € Ay e

XN (A \ {y}) = 0.

Assim
Kc A,
yeK

Como K é compacto, existe uma parte finita Ky de K tal que

Kc |J 4,
yE€Ko

Como K é finito e X ¢ infinito, existe x € X \ Ky. Como z € X C K C
UyGKo Ay, existe y € Ky tal que x € A,. Note-se que = # y, porque = ¢ K
ey e Ko. Entao z € X N (4, \ {y}) =0, o que é absurdo. [ ]

Observagao 3.76 Note-se que definimos subconjunto compacto de um
espago topologico utilizando a propriedade de Borel-Lebesgue (cf. teorema
. Nos espagos métricos, a propriedade de Borel-Lebesgue é equivalente
a propriedade de Bolzano-Weierstrass (cf. teorema e proposicao .
Nos espacos topologicos, a propriedade de Borel-Lebesgue implica a pro-
priedade de Bolzano-Weierstrass, como vimos na proposicao anterior, mas
a implicagao reciproca nem sempre ¢ verdadeira (cf. [Lima, Elementos de
Topologia Geral, pg. 173]).

Proposigao 3.77 Se T for um espago topoldgico compacto e K for um
subcongunto fechado de T, entao K € compacto.

Demonstracao. Suponhamos que T' é compacto e K é um subconjunto
fechado de T'. Seja (A;);e; uma familia de abertos de T" tal que K C ;¢ 4.
Como K ¢é fechado, T'\ K é aberto. Além disso,

T = (UAi) U(T\ K).

il

Como T' é compacto, existe um subconjunto finito Iy de I tal que

T=|JA4|u(T\K).

i€1lp

Donde K C J;c;, Ai- Logo K & compacto. [
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Proposigao 3.78 Sejam T e T’ sao espagos topologicos e f : T — T’
uma aplicagdo continua. Se K for um subconjunto compacto de 7T, entao
f(K) é um subconjunto compacto de T".

Demonstra¢ao. Seja K um subconjunto compacto de T'. Seja (C)ier
uma familia de abertos de T tal que

fK) < U C.
el
Entao
Kcf! (U Ci) =UJr .
il iel
Como f é continua, cada f~1(C;) é um aberto de 7. Como K ¢é compacto,
existe uma parte finita Iy de I tal que

Kc|Jrec.
i€lp
Donde
fK)c |
i€lp
Logo f(K) é compacto. [

Exercicio 3.79 Seja T um conjunto e consideremos em 7' a topologia
cofinita (cf. exemplo [3.6). Mostre que T é compacto.

Produtos de espagos topoldgicos compactos

Lema 3.80 Sejam T um espago topoldgico e K um espago topoldgico
compacto. Sejam x € T e U um aberto de T' x K tais que {z} x K CU.
Existe um aberto A de T tal quex € A e Ax K CU.

Demonstracdo. Recorde-se que
B={AxC:A¢abertodeT e C ¢ aberto de K}

é uma base de abertos de T' x K. Assim, para cada y € K, existem abertos
Ay deT e Cy de K tais que

(x,y) € Ay x C, CU.

E facil verificar que a aplicacao f : K — {z} x K, y — (x,%), ¢ um homeo-
morfismo. Portanto {z} x K é compacto. Como

{z} x K C UAyny,
yeK
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existe uma parte finita Ky de K tal que

{z} x K C U Ay x Cy.
yeKo

Entao A =) Ay ¢ um abertode T, z € A e

yEKo

AxKCAx |Jcoy= ) Axc,c |J 4 xc,CU
yeKo yeKo yeKo u

Proposigao 3.81 Se 11,75 forem espacos topoldgicos compactos, entao
T x Th € compacto.

Demonstragao. Seja (U;)ier uma familia de abertos de 71 x T tal que
T1 X T2 = U Uz
i€l

Seja x € Ty. Como os espagos {z} x T e Ty sao homeomorfos, {z} x Ty é
compacto. Como

{z} x T, < | Ui,
el
existe uma parte finita I, de I tal que
{LIT} X TQ - U Ui.
i€l
Pelo lema [3.80] existe um aberto A, de T3 tal que z € A, e

Aa; x Ty C U Uz
1€,

le U Axa

xeTy

Como 17 é compacto e

existe uma parte finita S de T} tal que

E:U%.

z€eS
Assim
T1XT2: (UAx> XT2: U(A;EXTQ)Q U UUZ'QT1><T2.
€S €S zeSI€l,
Logo
T1 X T2 = U U U,L
zE€S €],
Logo 11 x T é compacto. [ |
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Corolario 3.82 Sejam T1,...,T} espagos topoldgicos.
O produto Ty x - - - x T}, € compacto se e so se Ty, ..., Ty forem compactos.

Demonstra¢do. Suponhamos que T = T} x --- X T é compacto. Pela
proposigéo para cada j € {1,...,k}, a projecao m; : T'— T é continua.
Pela proposicao T} é compacto.

Reciprocamente, suponhamos que 11, ...,7T}; sao compactos. A demons-
tracao é por inducao em k. Pela proposicao o resultado é verdadeiro
quando k = 2. Suponhamos que k£ > 3. Pela hip6tese de indugao, 17 X - -« X
T}_1 € compacto. Pela proposicao m, (Th x -+ x Tg—1) X T}, é compacto.
Os espagos 11 X ++- X T e (Ty X -+ X Tp_1) X T sdo homeomorfos. Logo
Ty X --- x T} é compacto. ]

3.8 Espacos topolbégicos conexos

Definicao 3.83 Diz-se que um espaco topologico espaco T' é conexo se
nao existirem abertos nao vazios A e B taisque ANB=0e AUB=T.

Diz-se que um subconjunto X de um espago topologico T é conexo se X,
com a topologia induzida, for um espaco topoldgico conexo.

Exemplo 3.84 Se T estiver munido com a topologia discreta e tiver
pelo menos 2 elementos, entao 1" nao é conexo, uma vez que, fixado z € T,
A={z} e B=T)\{z} sdo abertos nao vazios, ANB=0e AUB=T.

Exemplo 3.85 O conjunto vazio e os subconjuntos singulares de um
espaco topologico sao subconjuntos conexos de 7.
Proposigao 3.86 Seja T um espaco topoldgico. Sao equivalentes:
(a) T € conexo.
(b) Nao existem fechados nao vazios A e B tais que ANB =0 e AUB =T.

(¢) Os tinicos subconjuntos de T que sao abertos e fechados sao () e T
Demonstracao. Exercicio. ]

Proposicao 3.87 Um subconjunto X de um espaco topoldgico T € co-
nero se e $0 se ndao existirem abertos A e B de T tais que

ANX #0, BNnX+#0, AnBNnX=0, AUBDX. (3.3)

Demonstracao. Suponhamos que X é um subconjunto de T' que nao é
conexo. Pela defini¢ao, existem abertos nao vazios C' e D de X tais que
CND=0eCUD = X. Existem abertos A e B de T tais que C = AN X
e D=BNX (cf. exemplo3.7). Entao ANX =C #0, BNX =D # 0,

ANBNX =(AnX)N(BNX)=CnND=40,
AUBD (AnX)U(BNnX)=CuD=X.
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Reciprocamente, suponhamos que existem abertos A e B de T tais que
as condigoes (3.3 sdo satisfeitas. Entdo AN X e BN X sdo abertos nao
vazios de X e

(ANX)N(BNX)=ANnBNnX =1,
(ANX)uBNX)=(AUB)NX =X.

Logo X nao é conexo. ]

Lema 3.88 Seja T um espago topologico. Seja (Ej)jes uma famzlza de
subconjuntos conexos de T tal que W = (.., Ej # 0. Entio X = J
€ conexo.

jeJ jEJ

Demonstracdo. Suponhamos que X nao é conexo. Entao existem sub-
conjuntos abertos A e B de T tais que as condigdes (3.3]) sao satisfeitas. Seja
€W =c; Ej. ComozelJ;c;E;=XCAUB, :EEAou:L'GB Sem
perda de generalidade, suponhamos que x € A.

Seja j € J. Entao

r € ANE;, ANBNE; CANBNX =10, AUB D X D Ej.

Como E; & conexo, resulta da proposicao que BN E; = (. Assim

Bnx=Bn|JE=JBnE)=J0=0,

jed jed jed

o que é absurdo. Logo X é conexo. [ |

Componentes conexas

Seja T um espago topologico. Em T, definimos uma relacao binaria ~
do seguinte modo: quaisquer que sejam x,y € T, x >~ y se e s6 se existir um
subconjunto conexo E de T tal que =,y € E.

Proposigao 3.89 Com a notacio anterior, >~ é uma rela¢do de equiva-
léncia em T.

Demonstragao. Qualquer que seja € T, {x} é conexo. Portanto ~ é
reflexiva. Claramente ~ é simétrica.

Sejam x,y,z € T tais que = ~ y e y ~ z. Existem subconjuntos conexos
FEy e Fy de T tais que x,y € F1 e y,z € Es. Como y € E1 N Es, resulta do
lema [3.88| que Fy U Ey é conexo. Como z,z € F1 U Fo, © ~ 2. Logo ~ ¢é
transitiva. m

Definicao 3.90 Com a notacgao anterior, as classes de equivaléncia para
a relagdo ~ chamam-se componentes conexas de T'.
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Proposigao 3.91 Seja T um espaco topoldgico nao vazio. As compo-
nentes conezxas de T sdo os subconjuntos conexos mazimais de T .

Demonstracdo. Seja E uma componente conexa de T'. Fixemos x € F.
Seja B/ um subconjunto conexo de T tal que & C E’. Seja y € E’. Como
xz,y € E' e E' é conexo, x ~ y. Assim, z e y pertencem & mesma classe de
equivaléncia para ~. Donde y € E. Logo E = E’, o que mostra que E ¢é
conexo maximal.

Reciprocamente, seja £ um subconjunto conexo maximal de T'. Note-se
que E # (), uma vez que os subconjuntos singulares de T' sdo conexos. Seja
x € E. Seja E, a componente conexa de x, i.e., a classe de equivaléncia de
T para a relacao ~. Vejamos que £ = FE,. Sejay € E. Comox,y € Fe F é
conexo, ¥ ~ y. Portanto y € E,. Logo E C E,. Como F é conexo maximal,
E=FE,. [ |

Proposicao 3.92 Sejam T e T' espacgos topoldgicos e f : T — T' uma
aplicagao continua. Se X C T for conexo, entao f(X) € conexo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f(X) ndo é conexo. Pela proposigao
existem abertos C' e D de T” tais que

CNnf(X)#0, DNf(X)#0, CNnDNf(X)=0, CuUDD f(X).
Nao é dificil verificar que
FHONX £0, FHDINX £0, [~HC)NfHD)NX =0, F7H(C)UF (D) 2 X.
Como f~}(C) e f~1(D) sao abertos de T, resulta da proposicio que X
nao é conexo. [ |
Produtos de espacgos topoldgicos conexos

Lema 3.93 Seja (Ej)jes uma familia de subconjuntos conexos de um
espago topologico T'. Suponhamos que existe jo € J tal que, qualquer que
seja j € J, Ej, N Ej # 0. Entao UjeJ E; ¢é conexo.

Demonstracao. Seja j € J. Como Ej, N E; # (), resulta do lema que
Ej, U E; ¢ conexo. Como

0+ Ej, € [ )(Ej UE)),
jeJ
resulta do lema [3.88| que
Uz =UE,uE)
Jj€J jeJ

é conexo. |
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Proposigao 3.94 Sejam 11, ...,T} espagos topoldogicos.
O produto Ty X - -+ x T}, € conexo se e s6 se T1,..., T forem conexos.

Demonstra¢do. Suponhamos que T =T} X --- x T}, é conexo. Para cada
j€A{l,...,k}, a projegao m; : T — T} é continua. Pela proposigao , T;
é conexo.

Reciprocamente, suponhamos que 17, ..., T} sdo conexos. A demonstra-
¢ao é por indugao em k. Se k = 1, é trivial. Suponhamos agora que k > 2.
Se, para algum j € {1,...,k}, Tj = 0, entdo T} X --- x T}, = () & conexo.
Suponhamos agora que, qualquer que seja j € {1,...,k}, T; # (). Para cada
je{l,...,k—1}, fixemos xz; € T}. Seja R = {x1} x---x{xp_1}xT}. Como
R é homeomorfo a T}, R é conexo. Pela hipotese de indugao, 77 X -+ X T4
é conexo. Para cada w € Ty,

Swy=T1 x - xTp_1 x{w} ¢éhomeomorfoa T x---xTy_1

e, portanto, Sy, é conexo. Para cada w € Ty, (x1,...,Tk_1,w) € RU Sy.
Pelo lema anterior,
T % Tk =RU U Sw
weTy,

é conexo. |

Conexos por arcos

Seja T' um espago topologico. Chama-se arco em T de x € T paray € T
a qualquer aplicagao continua f : [0,1] — 7', definida no intervalo real [0, 1],
tal que f(0) =z e f(1) =y.

Definimos uma relacao binaria ~ em T' do seguinte modo: quaisquer que
sejam z,y € T, x ~ y se e s6 se existir um arco de = para y.

Diz-se que T' é conexo por arcos se, quaisquer que sejam x,y € T, existir
um arco de x para y.

Exercicio 3.95 Com a notagao anterior, mostre que ~ é uma relagao
de equivaléncia em T

Proposigao 3.96 Se um espago topoldgico T for conexo por arcos, entao
T ¢ conexo.

Demonstracdo. Com vista a uma contradi¢do, suponhamos que 1" é co-
nexo por arcos e nao ¢ conexo. Como 7' nao é conexo, existem abertos nao
vazios A e B de T tais que ANB=0e AUB =T. Sejam a € A,b € B.
Como T é conexo por arcos, existe um arco f : [0,1] — T de a para b.
Mostre que [0, 1] é conexo (EI) Pela proposicao J = £([0,1]) é conexo.

“Mais geralmente, um subconjunto I de R é conexo se e 86 se I for um intervalo. Cf.
[Machado, Introducdo o Andlise Funcional, pag. 92].
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Por outro lado,
ac ANnJ, beBNnJ, ANBNJCANB=0, AUB=TDJ,
Pela proposigao [3.87] J nao ¢ conexo, uma contradi¢ao. |

Exercicio 3.97 Seja
X ={0} xR)U{(z,y) eR*:z>0ey=sen(l/x)}.

Mostre que X é conexo e nao é conexo por arcos.

3.9 Separacao

Definigao 3.98 Seja T um espago topoldgico.

Diz-se que z,y € T sao topologicamente indistinguiveis se x e y perten-
cerem aos mesmos abertos; no caso contrario, diz-se que x,y sao topologica-
mente distinguiveis.

Diz-se que T é espaco de Kolmogorov ou espaco Tg se quaisquer dois pon-
tos distintos de T forem topologicamente distinguiveis, isto é, se quaisquer
que sejam x,y € T, com = # y, existir um aberto A talque x € Aey & A
ou existir um aberto B tal que y € Be x € B.

Diz-se que T é espaco T1 se, quaisquer que sejam x,y € T, com x # v,
existir um aberto A tal que z € A e y & A.

Diz-se que T é espago de Hausdorff ou espaco topoldgico separado ou
espago To se, quaisquer que sejam z,y € T, com x # y, existirem abertos A
e Btaisquer e A,ye Be ANB =1.

Claramente, se T for To, entao T é Ty; e, se T for T1, entao T é T.
Exemplo 3.99 Se T for um conjunto munido com a topologia cadtica,
entao quaisquer dois pontos de T sao topologicamente indistinguiveis; assim,

se T' tiver pelo menos dois elementos, T nao é Ty.

Proposicao 3.100 Se um espaco topoldgico T for metrizdvel, entio T é
de Hausdorff.

Demonstracdo. Suponhamos que a topologia em T' esta associada a uma
métrica d.

Sejam z,y € T, com x # y. Seja 6 = d(x,y). Entdo A = B(z,d/2) e
B =B(y,d/2) sao abertos, z € A e y € B. Se existir z € AN B, entao

§=d(x,y) < d(z,2) +d(z,y) <35/2+5/2 =0,

o que é absurdo. Assim AN B = (). Logo T é de Hausdorff. [ |
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Proposigao 3.101 Um espaco topologico T é T1 se e so se, qualquer
que seja x € T, {x} for fechado.

Demonstra¢ao. Suponhamos que T é Ty. Seja xz € T. Como T é Ty,
para cada y € T'\ {z}, existe um aberto A, tal que y € A, e z ¢ A,. Entao

T\{z}= [J 4

yeT\{z}

é aberto e, portanto, {x} é fechado.

Reciprocamente, suponhamos que, qualquer que seja x € T, {z} é fe-
chado. Sejam z,y € T, com = # y. Como {y} é fechado, T\ {y} é aberto.
Além disso, x € T\ {y} ey € T\ {y}. Logo T ¢ T;. ]

Proposigao 3.102 Se T for um espaco topoldgico de Hausdorff e K for
um subconjunto compacto de T, entao K € fechado.

Demonstracao. Com vista a uma contradigdo, suponhamos que T é de
Hausdorff e que K é um subconjunto compacto de T que nao é fechado.
Como K nao é fechado, existe um ponto de acumulacao y de K que nao
pertence a K. Como T é de Hausdorff, para cada x € K, existem abertos
A, e By taisque xz € Ay, y € By e A, N B, = (). Claramente

Kc | 4.
zeK

Como K é compacto, existe um subconjunto finito Ky de K tal que

K C U A,
zeKy
Seja
B= () B..
z€Ky

Como K| é finito, B é aberto. Como
KnBC | |J A |nB= ] A:nB)C | AnB:)= ] 0=0,
€Ky rzeKy €Ky zeKy

BCT\K. Comoy€ Be B é¢aberto,y € (T\K)°=T\K. Dondey € K,
o que é absurdo. [ ]

Proposigao 3.103 Sejam T e T” espagos topologicos e f: T — T'.

Se T for compacto, T” for de Hausdorff e f for bijetiva e continua, entao
f é um homeomorfismo.
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Demonstracao. Vejamos que f é uma aplicagao fechada. Seja F' um sub-
conjunto fechado de T'. Pela proposi¢ao[3.77] F' é compacto. Pela proposigao

f(F) é compacto. Pela proposigao |3.102] f(F') é fechado.

Tendo em atencdo que f é fechada e bijetiva, deduza que f~! é continua.
Logo f é um homeomorfismo. [ |

Exercicio 3.104 Seja T o intervalo real [—1,1]. Seja

T={T,0} U {[-1,b) : b e (0,1]}
U{(a,1]:a €[-1,0)}
U {(a,b):a €[-1,0),b e (0,1]}.

Mostre que 7 é uma topologia em 7. Mostre que, com a topologia 7, {0}
nao é fechado, T' é Ty e T nao é T;.

Exercicio 3.105 Seja T um conjunto infinito. Mostre que:
1. Com a topologia cofinita, 7" é T e nao é Ts.
2. Se (T, 7') for Ty, entdo 7’ é mais fina do que a topologia cofinita.

Exercicio 3.106 Se (T, 7) for um espago topolégico finito e Ty, entdo 7
¢é a topologia discreta.
Espacgos semimétricos

Definigao 3.107 Seja M um conjunto. Chama-se semimétrica em M a
uma aplicagdo d : M x M — R tal que, quaisquer que sejam x,y,z € M,

(M1> d(l‘,y) >0,

(M2) d(l‘, y) = d(y7 33),
(M3) d(.%, Z) < d($, y) + d(y7 2)7
(My) d(z,z) =0.

Se d for uma semimétrica em M, diz-se que o par (M, d) é um espago
semimétrico, ou, se nao existir perigo de confusdo, que M é um espaco se-
mimétrico.

Claramente, uma métrica em M é uma semimétrica em M. Muitas
propriedades dos espagos métricos sao validas para os espagos semimétricos
e demonstram-se de forma analoga. Uma excecao é a unicidade dos limites.

Exemplo 3.108 A aplicacao
dl(CX(C-)R, (fE,y)f—)|R(fL')—R(y)|,

é uma semimétrica em C que ndo é uma meétrica.
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Exemplo 3.109 Sejam a,b € R, com a < b. Seja R|a,b] o conjunto de
todas as fungoes [a, b] — R integraveis segundo Riemann (como definido nas
disciplinas de Analise Matematica do primeiro ano).

e A aplicagdo d : R[a,b] x R[a,b] — R,

(f,9) = / () — g(t)dt,

¢ uma semimétrica em R[a, b] que ndo é uma métrica.

e A aplicagdo da : R[a,b] x R[a,b] — R,

o) W -

¢ uma semimétrica em R[a,b] que ndo é uma métrica.

Definigao 3.110 Seja (M, d) um espago semimétrico.
Chama-se bola aberta com centro em = € M e raio r € RT ao conjunto
B(z,r) ={ye M :d(z,y) <r}.
Se x € X C M, diz-se que = é um ponto interior de X se existir r € RT,
tal que B(z,r) C X.
Diz-se que X C M é um conjunto aberto de M se todos os elementos de
X forem pontos interiores de X.

Diz-se que uma sucessao (x,)nen de elementos de M converge para um
limite [ € M se, qualquer real positivo 4, existir p € N tal que, qualquer que
sejan > p, d(zy,, 1) < 0.

Exercicio 3.111 Seja (M, d) um espaco semimétrico. Seja (2, )nen uma
sucessao de elementos de M. Sejam [,1' € M tais que d(I,1') = 0.
Mostre que (2, )nen converge para [ se e 86 se (zy,)pen convergir para I’

Exercicio 3.112 Seja (M, d) um espago semimétrico. Mostre que:
1. O conjunto de todos os abertos de M é uma topologia em M.

2. z,y € M sdo topologicamente indistinguiveis se e s6 se d(z,y) = 0.
3. d é uma métrica se e s6 se M for Ty.

Exercicio 3.113 Seja (M, d) um espago semimétrico. Em M, definimos
uma relagdo de equivaléncia ~ do seguinte modo: quaisquer que sejam x,y €
M, x ~yseesosed(x,y)=0.

Para cada x € M, seja T a classe de equivaléncia de x. Seja M o conjunto
de todas as classes de equivaléncia: M = {7 : x € M}.

Mostre que:
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1. Quaisquer que sejam z,z’,y,y € M,se x ~ 2’ ey ~ ¢/, entdao d(x,y) =
(=", y").

2. A aplicagao d:MxM— R, (z,y) — d(z,y), é uma métrica em M.

3. A aplicagdo ¢ : M — M , que a cada x € M faz corresponder z, é
continua, aberta e sobrejetiva.

4. Se d for uma métrica, entao, qualquer que seja x € M, 7 = {z} e ¢ é
um homeomorfismo.

5. Um subconjunto Z de M é abertose esése ¢~ H(Z) = {zr € M : & € Z}
for um aberto de M.
Quociente de Kolmogorov

Seja agora (T, 7) um espago topologico. Em T, definimos uma relagao de
equivaléncia ~ do seguinte modo: quaisquer que sejam x,y € T, x ~ y se e
s6 se x e y forem topologicamente indistinguiveis.

Para cada x € T, seja T a classe de equivaléncia de x. Seja T o conjunto
de todas as classes de equivaléncia: T = {Z : z € T}.

Seja T o conjunto de todas as partes Z de T tais que{zeT:Te€Z}eé
um aberto de T

Exercicio 3.114 Mostre que:
1. 7 é uma topologia em T.
2. (T,7) é To.

3. A aplicagdo ¢ : T — TV, que a cada z € T faz corresponder z, é
continua, aberta e sobrejetiva.

4. Se (T, ) for Ty, entdo, qualquer que seja x € T, T = {z} e ¢ ¢ um
homeomorfismo.

Diz-se que o espago (T, T) € o quociente de Kolmogorov de (7', 7).

3.10 Exemplo: a topologia de Zariski

Seja K um corpo. Recorde-se que um polinémio nas indeterminadas

1,...,T, com coeficientes em K é uma expressao da forma
kl kn
— i1 i
flxy, ... xp) = E g @iy, in T T, (3.4)
i1=0  i,=0
onde k1,...,k, € Ny, e os elementos a;, ... ;, pertencem a K.
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Seja K[z1,...,zy] o conjunto dos polindmios nas indeterminadas 1, . . .,
Ty com coeficientes em K. Com as operacoes de soma, multiplicagdo e multi-
plicagao escalar definidas da forma usual, K[x1, ..., x,] é um anel comutativo
e um espago vetorial sobre K.

Seja Ap(K™, K) o conjunto de todas as aplicagdes de K™ para K. Em
Ap(K™ K), definimos uma soma, uma multiplicacdo e uma multiplicac¢ao
escalar de elementos de K por elementos de Ap(K™, K) do seguinte modo:
quaisquer que sejam f,g € Ap(K", K), a € K,

(f+9)(@) = f(z) +g(x), VoeK"
(f9)(x) = f(z)g(x), Vae K",
(af)(z) =af(z), Yaxe K"
Com estas operagoes, Ap(K"™, K) é um anel comutativo e um espago vetorial
sobre K.
Para cada polinémio da forma e cada b = (by,...,b,) € K", seja

f(b1,...,by) 0 elemento de K que resulta de substituir as variaveis x1, ..., Z,
por bi,...,b,, respetivamente:

k1 kn
f@0) = f(b1,...,bn) = Z Z iy, in UL b

i1=0  ip=0
Prova-se que a aplicacao
O Klxy,...,x,] = Ap(K™ K),
que a cada polinomio f € K[z1,...,x,] faz corresponder a aplica¢ao
O(f): K" - K, b~ f(b),

é um homomorfismo de anéis e uma aplicagao linear.

Para cada f € Klzy,...,z,], diz-se que ®(f) é a aplica¢do polinomial
associada a f.

Diz-se que b = (b1,...,b,) € K™ & uma raiz de um polinémio f =
flz1,...,2pn) € Flz1,..., 2] se

f(b) :f(bla---7bn) = 0.
Para cada G C Klz1,...,zy], seja
V(G)={be K" :Vf G, f(b) =0},

isto é, V(G) é o conjunto das raizes comuns a todos os polindémios que
pertencem a G. Chamamos variedade algébrica afim de K™ ou simplesmente
variedade de K™ a qualquer conjunto da forma V(G). Diz-se que V(G) é
a variedade definida por G. O estudo das variedades é um dos objetivos
principais da disciplina de Geometria Algébrica.
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Exemplos 3.115 Seja K um corpo.
1. () é a variedade de K™ definida pelo conjunto {1}.

2. Seb= (by,...,b,) € K", entao {b} ¢ a variedade definida pelo conjunto
{xl — bl,... sy Ly — bn}.

3. K™ é a variedade de K™ definida pelo conjunto {0} e também pelo
conjunto .

4. O conjunto das solucoes de um sistema de p equagoes lineares, em n
indeterminadas, com coeficientes em K, é uma variedade de K™ defi-
nida por um conjunto de p polinémios de grau < 1. Estas variedades
também se chamam subespacos afins de K".

5. Em R? a circunferéncia de centro em (0,0) e raio 1 é a variedade
definida pelo conjunto {z? + 23 — 1}.

Para cada X C K", seja
I(X)={feK[x1,...,zy) : Vb€ X, f(b) =0}.

Pela proposigao seguinte, I(X) é um ideal. Diz-se que I(X) é o ideal do
conjunto X.

Proposicao 3.116 Para cada X C K", I(X) é um ideal do anel
Klzy,...,zp].

Demonstracao. Claramente, o polinémio nulo, representado por 0, é um
elemento de I(X). Os argumentos seguintes utilizam a definigao de @, as
defini¢oes de soma e produto de elementos de Ap(K™, K) e o facto de ® ser
um homomorfismo de anéis.

Sejam f,g € I(X). Entao, qualquer que seja b € X, f(b) = g(b) = 0.
Donde, qualquer que seja b € X, (f + g)(b) = (®(f + ¢))(b) = (D(f) +
(9))(b) = (®(£))(b) + (D(9))(b) = F(b) +g(b) = 0+0 = 0. Logo f +g €
I(X).

Sejam h € Klxi,...,zy,], f € I(X) . Entao, qualquer que seja b €
X, f(b) = 0. Donde, qualquer que seja b € X, (hf)(b) = (®(hf))(b) =
(@(R)2(£))(b) = (2(h))()(D(f))(b) = Rh(b)f(b) = h(b)0 = 0. Logo, hf €
I(X).

Logo I(X) ¢ um ideal de K{z1, ..., zy]. [ ]

Proposicao 3.117 Sejam K um corpo, G, H C K[x1,...,x,] e X, Y C
K™. Entao
(a) G CIV(G)
(b) X CVI(X).
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(c) Se GC H, entao V(H) C V(QG).
(d) Se X CY, entao I(Y) C I(X).
(e) V(G)=VIV(G).

(f) I(X) = IVI(X).

Demonstragao. (a) Seja f € G. Pela defini¢ao de V(G), para qualquer
be V(G), f(b) =0. Pela defini¢ao de IV (G), f € IV(G). Logo G C IV(G).
A demonstracao de (b) é analoga & demonstracao de (a).

(¢) Suponhamos que G C H. Seja b € V(H). Entao, para qualquer
f e H, f(b) =0. Como G C H, vem que, para qualquer f € G, f(b) = 0.
Logo b € V(G). Logo V(H) C V(G).

A demonstracao de (d) é andloga & demonstragao de (c).

(e) Por (b), V(G) C VIV(G). Vejamos que a inclusdo reciproca é ver-
dadeira. Por (a), G C IV(G). Por (¢), VIV(G) C V(G). Logo V(G) =
VIV(G).

A demonstracao de (f) é analoga & demonstracao de (e). [

Seja V o conjunto de todas as variedades de K™. Seja R o conjunto de
todos os ideais de K[x1,...,x,] da forma I(X), para algum X C K".

Por (e), toda a variedade é definida por um ideal pertencente a R (EI)
Analogamente, por (f), todo o ideal I € R ¢é ideal de uma variedade.

Além disso, (e) e (f) mostram que as aplicagoes

V R—=YV e I:V—-TR
sao invertiveis e uma é a inversa da outra.

Corolario 3.118 Sejam K um corpo, G C Klz1,...,x,] € (G) o ideal
de K[z1,..., x,] gerado por G. Entao V((G)) = V(G).

Demonstra¢ao. Como G C IV(G) e (G) é o menor ideal de K|[z1,. .., %]
que contém G, vem

G C(G) CIV(G).

Donde, utilizando a proposigao anterior,
V(G) =VIV(G) CV((G)) CV(G).

Logo V((G)) = V(G). ]

Se V for uma variedade definida por G C K[z1,...,2,], entdo V também é definida
pelo ideal IV (G).
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Observagao 3.119 O Teorema da base de Hilbert, que nao sera demons-
trado nesta disciplina, afirma que todos os ideais do anel K[z1,...,xy,] sao

finitamente gerados.
Como corolario, deduzimos que, para qualquer variedade V, existe um
subconjunto finito F de K[x1,...,xy,] tal que V =V (F).

Demonstragao. Seja V uma variedade. Existe G C Klz1,...,z,] tal que
V = V(G). Pelo teorema da base de Hilbert, existe um conjunto finito F' C
Klzy,...,x,] que gera o ideal (G). Pelo corolario [3.118, V(G) = V((G)) =
V{(F)) =V(F). |

Lema 3.120 Sejam K um corpo e (Vi)ier uma familia nao vazia de
variedades de K™. Suponhamos que, para cada i € I, V; = V(G;), onde
G; C Klxy,...,zy,]. Entao

ﬂw:v(UGi)

i€l i€l

Demonstragao. Seja b € (,c; Vi. Para qualquer i € I, b € V; = V(Gy).
Donde, para quaisquer i € I e f € G, f(b) = 0. Donde, para qualquer
f €Uier Gi, f(b) =0. Donde b € V(U;c; Gi). Logo N;er Vi €V (U,er Gi)-

Reciprocamente, para cada j € I, G; C [J;c; Gi. Donde V(J;c; Gi) €
V(G;) = Vj. Logo V(U,er Gi) € Nier Vi- [ ]

Lema 3.121 Sejam K um corpo e Vi,...,V, variedades de K™. Supo-
nhamos que, para cada i € {1,...,p}, Vi = V(G;), onde G; C K[x1,...,zp].
Seja

G:{fl"'fpifl EGl,...,fpéGp}.

FEntao
V1U---UV},:V(G).

Demonstragao. Seja b € Vi U---UV,. Existe i € {1,...,p} tal que
be Vi =V(G;). Assim, para qualquer f; € G;, fi(b) = 0. Seja fi1--- fp, um
elemento arbitrario de G, onde f1 € Gy,..., f, € G). Utilizando o facto de
® ser homomorfismo de anéis e tendo em conta a definicao da multiplicagao
em Ap(K", K), temos

(A ultima igualdade é verdadeira, porque f;(b) = 0.) Portanto b € V(G).
Logo Vi1 U---UV, C V(G).

Reciprocamente, seja b € V(G). Se b € Vi U---UV,_q, entdo b €
ViU---UV, Suponhamos agora que b ¢ Vi U---UV,_;. Entao, para
cadai € {1,...,p—1}, b € V; = V(G;) e, portanto, existe f; € G; tal que
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fi(b) # 0. Seja f, € Gp. Como b € V(G), (fi--- fp—1fp)(b) = 0. Com

Como fi(b),..., fp—1(b) nao sado nulos, f,(b) = 0. Logo b € V(G,) =V, C
Viu---UV,. Logo V(G) CViU---UV,. [}

Teorema 3.122 Seja K um corpo. FEziste uma tinica topologia em K™
cujos fechados sao as variedades de K™.

Demonstra¢do. Como vimos no exemplo () e K™ sao variedades.
Pelo lema a interseccao de uma familia nao vazia de variedades é uma
variedade. Pelo lema [3.121] a unido finita de variedades é uma variedade.

Pela proposigao [3.35] existe uma tnica topologia em K™ cujos fechados
sao as variedades de K™. [ |

A topologia referida no teorema anterior chama-se topologia de Zariski
de K™.

Proposigao 3.123 Seja K for um corpo. Entao K", com a topologia de
Zariski, € um espaco T1.

Demonstracao. Vimos, no exemplo [3.115] que os subconjuntos singulares
de K™ sao variedades. Pela proposicao [3.101) K™ é T;. ]

Proposigao 3.124 Seja K for um corpo. Em K, a topologia de Zarisk:
coincide com a topologia cofinita.

Demonstracdo. Basta mostrar que os fechados para a topologia de Zariski
coincidem com os fechados para a topologia cofinita.

Seja F' um fechado para a topologia cofinita. Se F' = K, entao F' = V (().
Suponhamos agora que F' # K. Entao F' é um conjunto finito. Suponhamos
que F' = {a1,...,ap}. Seja f(z) = (x —a1)---(r —ap) € Flz]. Entédo
F =V ({f}), o que mostra que F' é fechado para a topologia de Zariski.

Reciprocamente, seja V' um fechado para topologia de Zariski, isto é,
uma variedade de K. Seja G C KJz] tal que V = V(G). Se G C {0},
entdo V(G) = K é fechado para a topologia cofinita. Suponhamos agora
que G Z {0}. Seja f € G\ {0}. Sabemos (ED que o conjunto das raizes de
f € finito, isto ¢, V({f}) é finito. Como V = V(G) C V({f}), V é finito.
Portanto V' é fechado para a topologia cofinita. [ |

Proposicao 3.125 Seja F € {R,C}. Em F™, a topologia usual é mais
fina do que a topologia de Zariski.

5Das disciplinas de Algebra do segundo ano.
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Demonstracao. Basta mostrar que todos os fechados para a topologia de
Zariski sao fechados para a topologia usual.

Seja V' uma variedade de F", isto é, um fechado para a topologia de
Zariski. Seja G C Fxy,...,z,] tal que V = V(G).

Seja f € G. Considerando em F™ e em [ as topologias usuais, a aplicagao
polinomial ®(f) : F* — F é continua. Como {0} é um fechado de F para a
topologia usual, (®(f))~1({0}) é um fechado de F" para a topologia usual.
Mas

(@(f)) 7 {0}) = {b e F" = (2(f))(b) = 0} = {b € F": f(b) = 0} = V({f}).

Assim

vie)=v(Jim=Nvdsm= e {o}

feGc feG fea

é um fechado de F™ para a topologia usual. [ |

3.11 Breve referéncia a nogao de vizinhanga

Diz-se que um subconjunto V' de um espaco topolégico T' é uma wvizi-
nhan¢a de x € T se x for um ponto interior de V. Para cada x € T, seja V,
o conjunto de todas as vizinhangas de z.

Proposigao 3.126 Seja T um espago topologico. Quaisquer que sejam
zeT, V,UCT,

(Vl TeV,,

Vo) Se V,U € V,, entao VNU € V,.

)
)
Vi) SeV eV, eV CU, entio U € V.
) SeV eV, entaox € V.

)

(
(
(Vs
(Vs) Se V. € V,, entao existe W € V, tal que, qualquer que seja y € W,

Ve,

Muitas definigbes e proposi¢oes da Topologia podem ser enunciadas, uti-
lizando as vizinhangas em vez dos abertos. Os exercicios seguintes ilustram
a utilizacao da nocao de vizinhanca.

Exercicio 3.127 Mostre que um subconjunto A de T é aberto se e s6
se, qualquer que seja x € A, A € V,.

Exercicio 3.128 Sejam 71" um espaco topolégico, X CT ey € T. Mos-
tre que y é ponto de acumulacao de X se e s6 se, para toda a vizinhancga V'

de y, X N (V\{y}) # 0.
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Exercicio 3.129 Seja f: T — T’, onde T e T" sao espagos topologicos.
Seja x € T. Mostre que f é continua em z se e s6 se, para toda a vizinhancga
V' de f(z), f~1(V') for uma vizinhanca de z.

Exercicio 3.130 Sejam T um espago topologico, X C T e z € X.
Mostre que o conjunto das vizinhangas de x no subespaco topolégico X é

Vi ={XNV:VeV}

Exercicio 3.131 Mostre que um espago topoldgico T' é de Hausdorff se
e s6 se, quaisquer que sejam z,y € T, com x # y, existirem V € V, e U €V,
tais que VN U = 0.

Definicao alternativa de espaco topolégico

Seja T um conjunto. Seja Vizp o conjunto de todas as familias (V,)zer
de elementos de P(T) tais que, quaisquer que sejam xz € T, V.U C T, as
propriedades (V1) a (Vs) s@o satisfeitas. Seja Topy o conjunto de todas as
topologias em T

Para cada 7 € Topy, seja

q)(T) = (VI)IETa

onde, para cada x € T, V, é o conjunto de todas as vizinhangas de =z,
relativamente a topologia 7. Pela proposicao [3.126] ®(7) € Vizp. Deste
modo, definimos uma aplicacao

® : Topr — Vizr.
Reciprocamente, para cada V = (V,)zer € Vizr, seja
UYV)={ACT:Vxrec A, AcV;}.
Proposigao 3.132 Para cada V € Vizp, U(V) é uma topologia em T.
Deste modo, definimos uma aplicacao
¥ : Vizr — Topr.
Proposigao 3.133 @V = idviz, ¢ VP = idrop,.-

Assim, existe uma bijecgao natural entre Topr e Vizy. Esta bijeccao
justifica que, nalguns livros @, se defina espago topologico como sendo um
par (T,V), onde V € Vizy. Com esta defini¢ao, dado um espago topologico
(T,V), definiriamos aberto do seguinte modo: Um subconjunto A de T' é um
aberto de (T,V) se, qualquer que seja z € A, A € V, (isto é, A € U(V)).

"Por exemplo, [Machado, Introdu¢do a Andlise Funcional, Escolar Editora, 1991.]
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Capitulo 4

Espacos Vetoriais Normados

Neste capitulo, estudam-se as propriedades topoldgicas dos espagos veto-
riais normados. Esta implicito que um espago vetorial normado (V|| ||) esta
munido com a métrica d que lhe esta associada e com a topologia associada
a d.

4.1 Continuidade de aplicacoes lineares e multili-
neares
Proposicao 4.1 Seja (V.|| ||) um espago normado. A aplicagao || || :

V. — R € continua, relativamente ¢ métrica associada a || || em V e a
métrica usual em R.

Demonstragio. Seja vg € V. Seja d € RT. Sejav € V tal que ||v— v <
0. Entao

ol = llvolll < lo = wvoll < é.
Logo || || é continua em vy. Logo || || é continua. ]
Exemplo 4.2 No espago ¢!, a norma || ||; : ! — R ndo é continua,

relativamente & métrica associada a || ||oo em ¢! e & métrica usual em R.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que || ||; é continua, relativamente & métrica
associada a || ||s em ¢! e & métrica usual em R.

Entdo || ||; é continua em 0 e existe e € R* tal que, qualquer que seja x € £*,
2 = 0floe < €= [llz]ly = [I0[1] < 1.
Seja k € N tal que ke/2 > 1. Seja x € ¢! a sucessdo cujos primeiros k termos

sdo iguais a €/2 e os restantes sao nulos. Entdo ||z]c = €/2 < €, enquanto
lz|li = ke/2 > 1, o que é absurdo.

Proposicao 4.3 Sejam V e U espacos vetoriais normados. Seja f :
V' — U uma aplicacao linear. Sao equivalentes:
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(a) f é continua.
(b) f € continua em 0 € V.
(c) Eziste u € RT tal que, qualquer que seja v € V, || f(v)| < pllv]].
Demonstragao. (a) = (b) é trivial.
(b) = (c) Suponhamos que f é continua em 0 € V. Existe ¢ € RT tal
que, qualquer que seja v’ €V,
[V =o' =0l < €= [lf()II = l£(v) = F(O)]] <1.

Seja v € V'\ {0}. Entao
€

= v
2]l
tem norma €/2 e, portanto, || f(w)|| < 1. Entao

Il =7 (2w )| = |22 s = 2yt < 2pon

Se v=0¢€ V,entao ||f(v)|| = |0]| =0 = (2/€)]|v|. Assim, qualquer que seja
veV, [f)l < @/lvll

(¢) = (a) Suponhamos que a condigao (c) é satisfeita. Seja w € V. Seja
§ € RT. Qualquer que seja v € V, se ||v — wl|| < §/pu, entao

1f(v) = Fw) = [If(v = w)]| < pllv—w]| <.

Logo f é continua em w. Logo f é continua. [ |

Proposigao 4.4 Seja V' um espago vetorial normado. A adi¢ao
o:VxV-=V, (vu)—ovu) =v+u,

é uma aplica¢ao linear continua (considerando no espago vetorial produto
V' x V' a topologia produto).

Demonstragao. Verifiquemos que o é linear. Quaisquer que sejam (v, u),
(v, u')eV xV,aeF,
o((v,u) + (W u")) =c(w+v u+u) = (v+0)+ (u+u)
=@w+u)+ (@ +u) =c(v,u)+ o),
o(a(v,u)) = o(av,au) = av + au = a(v + u) = ac(v,u).
Com vista a provar que o ¢ continua, consideremos no espago produto
V x V anorma || ||1 (cf. exemplo [1.54), a qual tem associada a métrica p;
(cf. exemplo que tem associada a topologia produto (cf. exemplo [3.66)).
Qualquer que seja (u,v) € V x V,
lo(u, v)[| = [[u+ vl < [[ull + lo]| = I(w, v)]1.

Pela proposigao [£.3], o é continua. |
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Exemplo 4.5 Seja /Y o conjunto de todas as sucessdes (y,)nen de ele-
mentos de FF tais que
{neN:z, #0}

¢ finito. E facil mostrar que ° é um subespaco do espaco vetorial Ap(N, F)
de todas as sucessoes de elementos de F. Além disso, 0 C ¢! C 2 C ¢ C
Ap(N,F). Seja i € {1,2,00} e consideremos em ¢ a norma || ||;.

E facil mostrar que a aplicacao f : 0 — 0, que a cada sucessio z =
(zn)nen faz corresponder f(z) = (nxp)nen, € linear. Para cada k € N, seja
er a sucessao cujo k-ésimo elemento é 1 e os restantes sao nulos. Entao
llexlli = 1 e || f(ex)||; = k. Tendo em conta a proposicao deduz-se que f
nao é continua, relativamente a norma || ||;.

Definigao 4.6 Sejam Vi,...,V; e U espacgos vetoriais sobre F. Diz-se
que uma aplicacao f : V3 x---x V — U é multilinear se, para quaisquer j €

{1, .. .,k}, v € Vi,... yVj—1 € Vj_l,vj+1 S Vj+1,. .., v € Vi, a aplicagao
‘G—)U, Uji—)f(Ul,...,’Ujfl,vj,ijrl,...,Uk),
for linear, isto é, se, para quaisquer j € {1,...,k}, v1 € Vi,...,vj_1 € Vj_q,

vj,v; € Vi, vj41 € Vign, ..., vp € Vi, a €T,

f(’Ul, ey V-1, V5 —|—U;~,’Uj+1,. . .,’Uk) =
f(’Ul, ce s Ui—1, U5, U4y e - ,’Uk) + f(vl, .. .7Uj71,lv‘;'7vj+1’ - ,Uk),
f(’Ul, sy Vi1, QV5, Vg 41y -t ,Uk) = af(vl, sy Uj—1,V5, V541, - - .,’Uk).

Se k = 2, entao uma aplicagdo multilinear f : V4 x Vo — U também se chama
aplicacao bilinear.

Proposigao 4.7 Sejam Vi, ..., Vi, U espagos vetoriais normados. Con-
sidere-se em Vi X --- X Vi a topologia produto. Seja f: Vi x - x Vi = U
uma aplicacao multilinear. Sao equivalentes:

(a) f € continua.
(b) f € continua em 0= (0,...,0) € Vi x -+ X V.
(c) Eziste u € RT tal que, qualquer que seja (vy,...,v;) € Vi X - X Vj,

Hf(vlv"' 7vk>’

< pullvr]] - - ol (4.1)

Demonstrag¢ao. Considere-se em V =V} x --- x Vi a norma || ||oc (cf.
exemplo [1.54)), a qual tem associada a métrica poo (cf. exemplo que tem
associada a topologia produto (cf. exemplo [3.66]). (a) = (b) é trivial.

(b) = (¢) Suponhamos que f é continua em (0,...,0). Existe e € RT
tal que, quaisquer que sejam v} € Vi,..., v, € Vj,
(015 V) lloo < €= [[f (o1, vl = (1f (01, -y 0p) = £(O,..., 0)] < 1.
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Seja (vi,...,vx) € V. Suponhamos, em primeiro lugar, que v; # 0,

qualquer que seja j € {1,...,k}. Entéo

( ) < € € )
Wiy ..., W) = Vlyevry Vi
2|va ] 2[|vg |
tem norma €/2 e, portanto, || f(wi,...,wg)|| < 1. Entao
2|l 2|vg |
1ol = |7 (22, 20l
2k
= || ol - - florllf (we, - wi)
€
kK
= (2%/Noall - Noelll[ f(wr, - - wr) ]

< @/l -

[[ox]l-

Suponhamos agora que vj; = 0, para algum j € {1,...,k}. Entao

1 (vr, - o)l = 110l = (2 /) loall -~ flo]|-

Em qualquer caso, || f(v1,...,vg)|| < (25/¥)[Jor] - - - [|og]|-
(¢) = (a) Suponhamos que (c) é satisfeita. Seja (wi,...,wg) € V.
Vejamos que f é continua em (w, ..., wy). Seja § € RT. Seja
M = max{||w1]|,..., ||wk||} + 1.
Seja
0
€ = 1min s W .
Seja (vi,...,vx) € V1 x -+ x Vj tal que
jonax, lv; = wjll = [l(v1, .- vk) = (w1, .. wi)[loo <€ (4.2)
Sejam
X0 = (v1, V2, V3, ..., Vg—2, Vk_1, Uk),
x1 = (w1, v2, V3, ..., Vp—2, Vk—1, Vk),
X2 = (’U)l, w2, U3, ..., Vg—2, V-1, /Uk)u
Xp—1 = (w1, wa, w3, ..., Wg—2, Wg—1, Vk),
Xk = (wla w2, w3, ..., Wg—2, Wk—1, wk’)a
yi = (v —wi, V2, U3, ..., Ug_2, V-1, Ug),
y2 = ( wi, V2 — W, U3, ..., Vk—2, Vk—1, Vi),
Yi-1 = ( wi, W, W3, « .., Wy—2, Vh—1 — Wk—1, Uk),
vi = ( wi, wa, W3, ..., Wk_2, Wi—1, Uk — Wk)-
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Seja j € {1,...,k}. Como f é multilinear,

f(yj) = f(xj-1) = f(x5). (4.3)
Por (1)
1f (i)l < pllwall - [lwjallllo; = wjll[vjall - - [Joxl (4.4)
Pela definicao de M
lw;|l < M. (4.5)
Por (2)
[ogll = llw; [ < Hvsll = will] < [lv; — w;ll <e. (4.6)
Donde
[ojll < llwsll + € < flws]| +1 < M. (4.7)

Tendo em conta —,
[ f (v, ey vr) = flwr, - w) || = [1f(x0) — f(xz) ]

k k k
= 1> (FGm1) = SN = 1D fl < D 1@l
j=1 j=1 j=1

k
<3 wlhwrll - oyl = wylllvseal- - fuell < kb=t <.
j=1
Logo f é continua em (wi,...,wy). Logo f é continua. [

Corolario 4.8 Seja V um espaco vetorial normado. O produto escalar
T:FxV =V (av)— 7n(a,v)=av,

é uma aplicagao bilinear continua (considerando no espago vetorial produto
F x V' a topologia produto).

Demonstracao. Resulta trivialmente, dos axiomas de espago vetorial, que
7 & bilinear. Qualquer que seja (a,v) € F x V, ||w(a,v)| = ||av| = |al||v].
Pela proposigao [£.7, 7 ¢ continua. [ ]
4.2 Espacos normados de dimensao finita

As duas propriedades seguintes dos nimeros reais sao conhecidas das
disciplinas de Analise Matemaética e nao serdo demonstradas neste curso.

Proposicao 4.9 [Heine-Borel| Seja K um subconjunto de R¥. Com a
métrica usual, K é compacto se e so se K for fechado e limitado.
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Proposigao 4.10 Seja K um subconjunto naio vazio de R. Com a mé-
trica usual, se K for compacto, entdo K tem mdximo e minimo.

Observagao 4.11 Seja V um espaco vetorial complexo de dimensao fi-
nita. Restringindo o dominio do produto escalar CxV — V a Rx V, obtemos
um espaco vetorial real. E facil mostrar que, se (w1, ..., w;) for uma base de
V, como espago vetorial complexo, entao (wi,iwi, ..., w;, iw;) é uma base de
V, como espaco vetorial real. Assim dimg V = 2dim¢c V.

Além disso, se || || for uma norma no espago complexo V, entdo | ||
também é uma norma no espacgo real V.

A partir de agora, seja (V|| ||) um espago vetorial normado, real ou com-
plexo, de dimensao finita. Em qualquer caso, fixemos uma base (vy,...,vg)
de V' como espago vetorial real. Entao

f:Rk—H/, a=(ay,...,ax) — ajvy + -+ + agvg,

é um isomorfismo de espagos vetoriais reais. Para cadaa = (a1,...,ax) € RF,

k k k
IF @I =11 agoll < D llagosll =D laglllvg]l-
j=1 j=1 j=1

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (cf. exemplos ,

k

k
IF@l < | D lal? ) | Do llosl? | = wllallz, onde u=
j=1

j=1

Pela proposigao [£.7} a aplicagao
h:RFE SR, am | f(a)l,

é continua relativamente as métricas usuais.
Relativamente & métrica usual,

C={acR":|a|s=1}

¢é fechado @ e limitado. Pela proposicao C' é um subconjunto compacto
de R¥. Como h é continua, h(C) é um subconjunto compacto de R. Pela
proposicao [£.10} A(C) tem um minimo. Seja v = min(h(C)). Seja ag € C
tal que v = h(ap). Como |lagll2 =1# 0, ag # 0. Como f é um isomorfismo
linear, f(ap) # 0. Portanto, v = h(ag) = || f(ao)|| € RT.

Seja a € R¥\ {0}. Entéo |ja|y;'a € C e

v = h(ap) < h(llallz " a) = | f(llallz )]l = ally" £ (@)l = llallz " ()]

'Porque C' ¢ a imagem inversa do fechado {1} de R pela aplicagio continua || ||2.
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Donde
v|all2 < [l f(a)]- (4.9)

Note-se que a desigualdade (4.9)) também ¢é verdadeira quando a = 0.
Como f € bijetiva, de (4.8) e (4.9), deduzimos o lema seguinte.

Lema 4.12 Com a notacdo anterior, existem u,v € RT tais que, qual-
quer que seja v €V,

loll < wllFH@)ll20 - vIFH@)]2 < ol

Exercicio 4.13 Com a notacao anterior, mostre que:
1. A aplicacdo f: (R*,|| |l2) = (V]| ||) ¢ um homeomorfismo.
2. Um subconjunto Y de V' é compacto se e 36 se Y é fechado e limitado.

3. O conjunto {v € V : |jv|| = 1} é compacto.

Proposicao 4.14 Seja V' um espaco vetorial, real ou complexo, de di-
mensao finita. Quaisquer duas normas definidas em V' sdo equivalentes.

Demonstrag¢ao. Se V= {0}, o resultado ¢ trivial, pois existe uma tnica
norma definida em V. Suponhamos que V' # {0}. Sejam || ||, || ||’ normas
definidas em V. Pelo lema existem p,v € R tais que, qualquer que
sejav €V,

[l < ullF~ @)z, vIf )2 < oll;
e existem y/, v € RY tais que, qualquer que seja v € V,
[l < @l )2, VI )2 < o]l
Donde, qualquer que seja v € V,
[l < ullf =)z < (/oI ol < @I )2 < W /)l

o que mostra que || || e || || s@o equivalentes. ]

Lema 4.15 Seja V' um espacgo vetorial sobre F com dimensao k € N.
Seja {v1,...,vr} uma base de V. Considere-se a norma

llz:V —=F, awvi+--+agvg — Z|aj|2,
j=1

onde ay,...,ap €F (EI) O espago normado (V.|| ||2) € completo.

2E a norma associada ao produto interno referido no exemplo
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Demonstragao. Seja (ry)neny uma sucessao de Cauchy de elementos de
V. Para cada n € N, suponhamos que x, = an1v1 + -+ + a, vk, onde
ap1y. - ank € F.

Seja § € R*. Como (z,,)nen € de Cauchy, existe p € N tal que, quaisquer
que sejam m > n > p,

k
> lam = angl? = l|vm = @ll < 6.
j=1
Seja j € {1,...,k}. Entdo, quaisquer que sejam m > n > p,

‘am,j - an,j‘ < lzm — @nll2 < 0.

Assim (ap j)nen € uma sucessao de Cauchy de elementos de F. Como F é
completo, (an, j)nen converge para um limite a; € F.

Seja x = ajv; + - - + agvi € V. Vejamos que (x,)nen converge para .
Seja 6 € RT. Para cada j € {1,...,k}, como (an,j)nen converge para aj,
existe ¢; € N tal que, qualquer que seja n > g;,

|an,; — a;] < 6/VEk.

Seja ¢ = max{qi,...,qx}. Entdo, qualquer que seja n > ¢,
k
20 =l = 4| D lang — as1* < \/k(8/Vk)? =6,
j=1
Logo (zn)nen converge para z. Logo (V.|| ||2) é completo. ]
Lema 4.16 Seja V' um espago vetorial real ou complexo. Sejam | || e

| I normas equivalentes em V. Sejam (zn)nen um sucessao de elementos
de V ex €V. Entao:

(a) (n)nen converge para x em (V)| ||) se e s6 se (xn)nen convergir para
zem (V| |I').

(b) (zn)nen € uma sucessao de Cauchy em (V)| ||) se e sd se (xp)nen for
uma sucessao de Cauchy em (V.|| ||').

(c) (V|| 1l) € completo se e sé se (V, || ||') for completo.
Demonstracao. Exercicio. ]

Proposicao 4.17 Qualquer espago vetorial normado (V.|| ||) com di-
mensao finita € completo.

Demonstragao. Se V. = {0}, o resultado é trivial. Suponhamos que

V # {0}. Pelo lema (Vi |l2) é completo. Pelo proposigao [4.14] as
normas || || e || ||2 sdo equivalentes. Pelo lema (V| |l) é completo. m
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Corolario 4.18 Seja (V, || ||) um espago vetorial normado, real ou com-
plexo. Se U for um subespago vetorial de V' com dimensao finita, entdo U é
um subconjunto fechado de V.

Demonstragio. Pelo teoremalfd. 17|7 (U, |l lljr) é completo. Pela proposigao
267, U é um subconjunto fechado de V. |

Proposicao 4.19 Seja f : V — U uma aplicagao linear, onde (V|| ||) e
(U, || I') sao espagos vetoriais normados sobre F. Se V. tiver dimensao finita,
entdo f € continua.

Demonstrag¢ao. O caso V = {0} é trivial. Suponhamos que V tem di-
mensao k € N. Seja (vi,...,v;) uma base de V. E facil mostrar que a
aplicacao

H ||1:V—>R, x:a1v1+---+akvk»—>|a1|+~-—|—|ak|,

onde a1, ..., a; € F, ¢ uma norma em V. Pela proposicao[d.14] || |1 e || || sdo
equivalentes. Seja u € R tal que, qualquer que seja x € V, ||z]|1 < ullz|.
Seja
M= max | f(v;)| +1€R".
Jje k}

goony

Entao, qualquer que seja © = ajv; + - -+ + apvr € V, onde ay,...,a; € F,

1f(z Zaﬂj I = Hzajf (v5)]
= J 1

e
e

Z aj||| f(vy)] Z la;|M = ||z M < pM||z|.

Pela proposigao [£.3] f é continua. [ ]

4.3 Espacgos de Banach

Definigao 4.20 Chamamos espaco de Banach a qualquer espago vetorial
normado, real ou complexo, completo.

Ja vimos que todos os espacos vetoriais normados de dimensao finita sao
completos e, portanto, sao espacos de Banach.

Exemplo 4.21 Seja X um conjunto nao vazio. Seja B(X) o espago
vetorial sobre F formado por todas as aplicagoes limitadas f : X — F (cf.
exemplo [L.50). Neste exemplo, veremos que (B(X),| [s) ¢ de Banach.
Assim, em particular, (£*°,|| ||«) é de Banach.
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Seja (fn)nen uma sucessao de Cauchy de elementos de B(X). Para cada
d € RT, existe ps € N tal que, quaisquer que sejam m > n > ps,

sup | fm () — fu(@)| = [[fm = fallo <6 (4.10)

rzeX

Seja x € X. Seja § € RT. Por (4.10), quaisquer que sejam m > n > p;,

[fm(2) = fu(2)] < 6.

Portanto (fy,(x))nen € uma sucessao de Cauchy de elementos de F. Como F
é completo, (fn(x))nen converge para um limite f(x) € F. Assim, qualquer
que seja 6 € RT, existe ¢z,5 € N tal que, qualquer que seja n > g, s,

[fnlz) = f(z)] < 0.

Consideremos a aplicagao f : X — F, que a cada x € X faz corresponder
f(z). Vejamos que f € B(X). Seja z € X. Seja r = max{pi1, ¢,,1}. Entao

[f (@) < |f (@) = fr(@)| + [fr(@) = o (@)] + o ()] <1+ 1+ [ fp[]oo-

Portanto {f(z) : x € X} é um conjunto limitado, ou seja, f € B(X).
Vejamos que (f,)nen converge para f. Seja 6 € RT. Seja x € X. Seja
s = max{ps /4, ¢y,5/4}- Entdo, qualquer que seja n > ps/4,

[fu(@) = f2)] < |fu() = fs(@)| + | fs(2) = f2)| < /4 +6/4=0/2.

Donde, qualquer que seja n > ps/4,

an - f”oo = Sup |fn($) - f(CC)| < 5/2 <.

zeX

Logo (fn)nen converge para f.
Logo (B(X), || |ls) é completo, ou seja, é um espago de Banach.

Exemplo 4.22 Sejam a,b € R, com a < b. Neste exemplo, veremos que
Cla, b] € um subespago fechado de (B[a,b], || ||co). Consequentemente, tendo
em conta a proposi¢ao [2.68) e o exemplo anterior, deduzimos que o espago
(Cla,b], | ||so) € de Banach.

Seja (fn)neny uma sucessao de elementos de C'a, b que converge para um
limite f € Bla,b]. Para cada § € R, existe ps € N tal que, qualquer que
seja n > ps,

sup |fult) = FOI = [ fu — flloe < &

t€(a,b]
Vejamos que f é continua. Seja tg € [a,b]. Seja § € RT. Seja n = Ds/3-
Como f, é continua, existe ¢ € R tal que, qualquer que seja t € [a,b], se
|t — to| < €, entdo

‘fn(t) - fn(tO)‘ < 5/3
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Seja t € [a,b] tal que |t — tg| < e. Entao

|f(&) = f(to)|l < [f(8) = fa@)] + [fa(t) — falto)] + | fulto) — f(to)] < 0.

Logo f é continua em ty. Logo f € Cl[a,b]. Pela proposigao [2.41, Cla,b] &
um subconjunto fechado de Bla, b].

Exemplo 4.23 O conjunto %, de todas as sucessoes (an)nen de elemen-
tos de FF tais que {n € N : a, # 0} é finito, & um subespago vetorial de £>°.
Para cada n € N, seja

1 1
=(1,=,...,—,0,0,...) e .
xn (2 n )
Seja
1 1 1
=(1,=,...,~, L) e\ O,
x=g o) \
Claramente
-1 -1 1
— =||(0,...,0, ——, ——, ... =—— =0
[%n — x[[oc = [|(0, 0T Moo i ,

quando n — o0o. Logo (Xp)nen converge para X, relativamente a norma
| [|oo- Como (Xp)nen é uma sucessio de elementos de £0 que converge para
um limite que pertence a £\ £, 0 nio é fechado em £>°. Pela proposicao
(€°] llso) niio é completo, ou seja, nio ¢ um espago de Banach.

Exemplo 4.24 Osespagos (¢2, || |2) e (€1, ]| ||1) sdo de Banach. A seguir,
prova-se que (£2, ]| ||2) é de Banach. O leitor podera, como exercicio, adaptar
o argumento de modo a provar que (¢!, ]| ||1) é de Banach.

Seja (X, )neny uma sucessio de Cauchy de elementos de ¢2. Para cada
n € N, suponhamos que X, = (an,1,an2,...). Como (X, )nen € uma sucessao
de Cauchy, para cada § € R, existe ps € N tal que, quaisquer que sejam

m 2> n 2 ps,
\/Z ’am,k — Qn,k

keN

2 = ||xm — Xnl2 < 0. (4.11)

Seja k € N. Seja § € RT. De (4.11)) resulta que, quaisquer que sejam
m > mn > ps,
|G e — Qn | < 0.

Portanto (an k)nen € uma sucessao de Cauchy de elementos de F. Como F
¢ completo, (an k)nen converge para um limite a, € F. Assim, qualquer que
seja 6 € RT, existe gr 5 € N tal que, qualquer que seja n > g 5,

|CLn’]c — ak| < 0.
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Vejamos que x = (ag,az,...) € £2. Para quaisquer n € N, k € N, sejam
Ynk = (@ni,. .., ang) € F*
yi = (a1,...,a;) € F*.

Seja
r= max{pl,qm/\/%, cee qu/\/E}.

Entao

Iyellz < lye —yrklle + 1yre = Yookl + [[ypr k2
k

k k
= D ey —arilP 4 | D larg = apy 2+ 4| D lap il
- e =i

\[ Z|a'f‘k’ ap1,k‘| + Z|ap1,k|
keN keN

=1+ IIXr - Xp1H2 + 1% ll2 <2+ [xpy 12

A

Assim a sucessdo (||yx||3)ken ¢ crescente e limitada superiormente por
(2 + [|%p, [|2)%. Portanto (||y|3)ken é convergente e

Do lanl = Jim [fyg[l3 < (2 + [[xp[12)*
keN

Donde x € /2.
Vejamos que (X,)nen converge para x. Seja § € RT. Seja k € N. Seja

s = max{p5/4, q1.5/(2vk) " 7qk,6/(2\/ﬁ)}'
Qualquer que seja n > p; /45

||Yn,k - Yk||2 < ||Yn,k - YS,k||2 + ||ys,k - YkHZ

k k
= D lang —asP+ | D las; — aj?
P i=1
> o
e ()
keN \/E
6 o0 o
= HXH_XSHQ"i_i < Z+§

Donde

kEN

|xn — x||]2 = Z lank — ak|> = J lim Z lan,; —
<

= \/hm l¥nx — yel3 1 5 <
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Logo (xp,)nen converge para X.
Logo (£2,]| ||l2) é completo, ou seja, ¢ um espaco de Banach.

Exemplo 4.25 Os espagos (C[—1,1],] ||2) e (C[-1,1],] ||1) nao sao de
Banach. A seguir, prova-se que (C[—1,1],|| ||2) ndo é de Banach. O leitor
poderéa, como exercicio, adaptar o argumento para provar que (C[—1, 1], || ||1)
também nao é de Banach.

Para cada n € N, seja f,, € C[—1, 1] a aplicagao definida por

—1 se -1 S t S —1/n, f3(t) 11—
falt)=¢ nt se —1/n<t<1/n,
1 se 1/n<t<1.

-1 -1/3 1/3 1
Seja § € RT. Seja r € N tal que 2 < r6°.
Quaisquer que sejam m >n > r,

1

1/n

1
o — Ful2 = / 1n(®) = Fult)de = / SO ACIT

1/n 92 92
g/ ldt == < = <%
—1/n n T

Assim || f, — full2 < 0. Logo (fn)nen € uma sucessao de Cauchy de elementos
de C[-1,1].

Com vista a uma contradigao, suponhamos que (f,)nen converge para
um limite f € C[—1,1]. Seja ty € (0,1). Vejamos que f(tg) = 1. Suponha-
mos que f(tg) # 1. Seja

6 =[1— f(to)| > 0.

Seja g € N tal que 1/q < ty. Como f ¢ continua e ty € (1/q,1), existe € € RT
tal que
[tO —€,to + E] - [1/q7 1]
e, qualquer que seja t € [tg — €,to + €],
|f(t) — f(to)| < d/2.
Donde, qualquer que seja t € [tg — €,to + €],
L= f@)] =11 = f(to)] — [f(to) = fF)] ]| > /2.

Quaisquer que sejam n > g et € [1/q,1], fn(t) = 1. Assim, para n > q,
1
=11 = [ 15a0) = Fe0)Pat

to+e to+e
_ 2 _ 2
> / Fult) — F(0) 2t / 11— f(r)dt

0—€ to—e
to+e 62 6(52
to—e
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Por outro lado, como (fy,)nen converge para f, existe p € N tal que, qualquer
que seja n > p,
€d?
1fn = f1I3 < =
2
o que ¢é impossivel. Portanto f(tg) = 1.

Com um argumento analogo, mostra-se que, qualquer que seja ty €
(—1,0), f(to) = —1. Consequentemente, f nio é continua em 0, o que é
uma contradigdo. Logo a sucessdo de Cauchy (f,,)nen ndo é convergente em
(C[-1,1], || |]2)- Logo (C[—1,1],]| |l2) ndo é de Banach.

4.4 Subespacos fechados de um espago normado

Vimos que todos os subespacos de dimensao finita de um espago vetorial
normado sdo fechados. Vimos também que ¢° ndo é um subespaco fechado
em £°°.

Seja (V, || ||) um espago vetorial normado sobre F. Seja X C V. Sabemos,
da Algebra Linear do primeiro ano, que a interseccao de uma familia néo
vazia de subespagos de V' é um subespago de V. Este facto permite definir
o subespacgo gerado por X como sendo a intersecgao de todos os subespagos
de V que contém X. Assim o subespaco de V gerado por X é o menor
subespaco de V' que contém X.

Se X # (), chamamos combinacao linear de elementos de X a qualquer
vetor da forma a1z +---+arzrg, onde k € N, ay,...,ar € F, x1,..., 21 € X.
Se X # (), representamos por span X o conjunto de todas as combinagoes
lineares de elementos de X. Se X = (), seja span X = {0}. E facil mostrar
que span X é um subespacgo vetorial de V, contém X e estd contido em
qualquer subespago de V' que contém X. Logo span X é o subespago vetorial
de V gerado por X.

Seja agora (U;);er uma familia ndo vazia de subespagos fechados de V.
Entao (;c; Ui € um subespaco vetorial de V' e ¢ um subconjunto fechado de
V. Chamamos subespaco fechado de V' gerado por X a interseccao de todos
os subespagos fechados de V' que contém X. Assim o subespaco fechado de
V gerado por X é o menor subespago fechado que contém X.

Proposigao 4.26 Se U for um subespago vetorial de um espago vetorial
normado V, entao U é um subespaco vetorial fechado de V.

Demonstragio. Sabemos que () # U C U. Sejam x,y € U. Pela pro-
posicao existem sucessoes (Zn)nen € (Yn)nen de elementos de U que
convergem para x e y, respetivamente. Como U é um subespago vetorial de
V., (€ +Yn)nen € uma sucessao de elementos de U. Nao é dificil mostrar que
(Tn + Yn)nen converge para x +y. Pela proposigao r+y € U. Com um
argumento analogo, mostra-se que, se a € F e x € U, entdo ax € U. Logo U
é um subespago vetorial de V.
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Também ja sabemos que U é um subconjunto fechado de V. [ |

Proposigao 4.27 Seja V' um espago vetorial normado. Se X C V. entao
span X € o subespacgo vetorial fechado de V' gerado por X.

Demonstragao. Pela proposigao anterior, span X é um subespaco fechado
de V. Além disso, X C span X C spanX. Seja agora U um subespaco
fechado de V que contém X. Como span X é o subespago de V' gerado por
X, span X C U. Como U é fechado, span X C U. Logo span X é o menor
subespago fechado de V' que contém X, isto é, span X é o subespago fechado
de V gerado por X. [ |

Lema 4.28 Sejam (M, d) um espago métrico, x € M e W C M. Entao

d(x,W)=0 se e sésexecW.

Lema 4.29 [Riesz| Seja V' um espago vetorial normado. Seja W um
subespago fechado de V' diferente de V.

Para cada nimero real o € (0,1), existe xo € V tal que ||zo] = 1 e,
qualquer que seja y € W, ||zq — y|| > a.

Demonstragio. Seja x € V' \ W. Pelo lema anterior, como x ¢ W = W,

d(z,W) = inf |z —w| > 0.
weW

Seja § = d(z, W). Seja o € (0,1). Como § < o', existe w € W tal que
6 < ||z —w| < da”t.
Seja
1

e &)

To =

Claramente ||z,]| = 1. Qualquer que sejay € W, w+ ||z —w|y € W e

1
lza =yl = [l —w) —yl| = —— |z — (w + ||z — wl|y)||
“ |z —wl| |z —wl|
1 5
5 _—
“le—w]’” daT _ °

Exemplo 4.30 Seja V' um espago vetorial normado que nao é finita-
mente gerado. O subconjunto

C={zeV:|z]=1)

de V é fechado e limitado. Vejamos que C' nao é compacto.
Recursivamente, escolhemos uma sucessao (z,)nen de elementos de C' tal
que, quaisquer que sejam n,m € N, com n > m, ||z, —zy,|| > 1/2 do seguinte
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modo. Seja x € V' \ {0} e seja x1 = ||z| "'z € C. Suponhamos que n > 2
e que ja escolhemos z1,...,2,—1. O subespago W,, = span{z1,...,x,_1} €
finitamente gerado. Pelo corolario W, é fechado. Pelo lema existe
x, € C tal que, qualquer que seja y € Wy, ||z, — y|| > 1/2. Em particular,
qualquer que sejam € {1,...,n — 1}, ||z, — zn| > 1/2.

Claramente a sucessao (x,)neny Na0 tem uma subsucessao convergente.
Logo C nao é compacto.

4.5 Espacos de aplicacoes lineares

Dados 2 espagos vetoriais normados V' e U, representaremos por L(V,U)
o conjunto de todas as aplicacoes lineares continuas de V para U.

Proposigao 4.31 Sejam V e U espacos vetoriais normados.

(a) L(V,U) é um subespago vetorial do espago Lin(V,U) de todas as apli-
cagoes lineares de V para U.

(b) A aplicagao de L(V,U) para R, que a cada f € L(V,U) faz corresponder

v
Iflle = sup [If@)]o = sup Wf 12)
lolly =1 vev\ioy |lvllv

¢ uma norma em L(V,U), que chamaremos norma induzida pelas nor-

mas de V e de U.

Demonstracao. Para simplificar a escrita, omitiremos os indices nos sim-
bolos das normas.

(a) A aplicagao que a cada v € V faz corresponder 0 € U é uma apli-
cagao linear continua e, portanto, L(V,U) # 0. Sejam f,g € L(V,U). Pela
proposicao existem p,v € RT tais que, qualquer que seja v € V,

IF @) < plloll e llg)ll < viof.

Entao, qualquer que seja v € V,

I+ 9) @) = £ () + gl < [F ) + g = (1 + v)][o]-

Pela proposigao 4.3 a aplicagdo linear f + g é continua. Analogamente,
mostra-se que, se f € L(V,U) e a € F, entao af € L(V,U). Logo, L(V,U) é
um subespaco vetorial de Lin(V, U).

(b) Seja f € L(V,U). Pela proposi¢ao existe u € RT tal que,
qualquer que seja v € V, ||f(v)]] < p|lv]|. Assim existem

s= sup ||f(v)] € R{, t= sup O]l eR{.

vev vev\{o} VIl
lvli=1
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ualquer que seja v € o vetor v = ||v||” *v tem norma 1 e
Qualquer que sej VA {0}, lv] = 1

@l _ ) )
ol ol @ = Wl 7@ = 1ol = ) <
Donde t < s. Por outro lado, qualquer que seja v € V, com |[v]| = 1,
17@)]
7=y
ol

Donde s < t. Logo s =t.

Falta provar que a aplicacdo de L(V,U) para R, que a cada f € L(V,U)
faz corresponder o real nao negativo , é uma norma. Seguidamente,
prova-se a desigualdade triangular. O resto da demonstracao é exercicio.

Sejam f,g € L(V,U). Sejav € V, com ||v| = 1. Entao

I+ )@l = 11 () + g < [1F )+ g} < [ FIT+ligll-

Donde || f + gl| < [|I£]| + [lg]|- "

Proposigao 4.32 Sejam V e U espacos vetoriais normados. Se U for
de Banach, entao L(V,U) € de Banach.

Demonstra¢ao. Suponhamos que U é de Banach. Seja (f,)neny uma su-
cessao de Cauchy de elementos de £(V,U). Para cada § € R, seja ps € N
tal que, quaisquer que sejam m,n € N, com m > n > ps,

[fm = full <.

Seja v € V'\ {0}. Seja 6 € RT. Entdao, quaisquer que sejam m > n > Ds/|lo||>

[fm () = fa () = [[(fm = fo) @) < [[fm = Fallllo]] < 6.

Portanto (f,(v))nen uma sucessao de Cauchy de elementos de U. Como U
é completo, (fn(v))nen converge para um limite f(v) € U. Por outro lado,
todos os termos da sucessao (f,(0))nen sao nulos e, portanto, (f,,(0))nen
converge para o limite 0, que representaremos por f(0).

Para cada v € V, como (f,,(v))nen converge para f(v), qualquer que seja
§ € R, existe ¢, 5 € N tal que, qualquer que seja n > ¢, 4,

[fn(v) = f(0)] <6

Vejamos que a aplicagao

f:V-=U v f(v).
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¢ linear. Sejam v,v’ € V. Seja § € RT. Qualquer que seja
n = max{qv,6/27 qv’,5/2}7

1fn(v + ") = (f(0) + DI = [fn(0) + fu(0)) = £(v) = F()]
< [1fn() = F@) + [1fn (o) = F ()]
< 6/2+46/2=0.

Logo (fn(v 4+ v'))nen converge para f(v) + f(v’). Mais acima, tinhamos
representado o limite de (f,,(v + v'))pen por f(v 4+ 0'). Assim f(v +v') =
f(v) + f(v'). Com um argumento analogo, mostra-se que, quaisquer que
sejam a € Fev € V| f(av) = af(v). Logo f ¢é linear.

Vejamos que f é continua. Tendo em conta a proposi¢ao 1.3 basta
mostrar que f é continua em 0. Qualquer que seja n > pq,

Ifall < fn = foull + 11 fpull <o onde  p=1+]fpll € RT.

Seja § € RT. Seja v € V tal que
4]
o= 0] = [lol| < 2

Seja r = max{p1, ¢, 5/2}. Entao

1 () = FON = [1F )} < 1F(w) = ()| + [ ()]

4] )
< ) = fe@I + Ul < 5 g, = 4.

Logo f é continua em 0. Logo f é continua.
Finalmente, vejamos que (f,)nen converge para f. Seja § € RT. Seja
n > ps/a- Sejav € V, com ||| = 1. Seja s = max{ps/s, v s/4}. Entao

[fn(v) = F)| < I fn(v) = fs()]| + 1 fs(v) = F(0)]]
< o = fsll + [ fs(v) = f) < 0/2.

Donde
1fn—fll = sup [fn(v) = fFW)]| < d/2 <.

[lvll=1
Logo (fn)nen converge para f.
Logo L(V,U) é completo. [

Chamamos espaco dual de um espago vetorial normado V' ao espago veto-
rial normado L(V,F), formado pelos funcionais lineares continuos definidos
em V. Como F é completo, L(V,F) é um espago de Banach.
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Capitulo 5

Espacos de Hilbert

5.1 Definicao e exemplos

Definigao 5.1 Chamamos espago de Hilbert a qualquer espago veto-
rial, real ou complexo, onde estd definido um produto interno, completo
relativamente & métrica associada a este produto interno.

Claramente, todos os espacos de Hilbert sao espacos de Banach com a
norma associada ao produto interno.

Exemplo 5.2 Qualquer espago vetorial, com produto interno, de dimen-
sao finita, é de Hilbert.

Exemplo 5.3 O espaco £2, com o produto interno

2 x F, ((xn)nGNa (yn)nGN) = Z TnYn,
neN

(cf. exemplo |1.32) é um espago de Hilbert. De facto, este produto interno
tem associada a norma || ||z e jA4 vimos que o espaco normado (¢2,|| ||2) é

completo (cf. exemplo [4.24)).
Exemplo 5.4 O espago C[—1,1], com o produto interno
1 PR
Cl11)x CL S E (fg) - [ f@a,
-1
(cf. exemplo|1.33) nao é um espago de Hilbert. De facto, este produto interno

tem associada a norma || ||2 e j& vimos que o espago normado (C[—1, 1], ||2)
nao é completo (cf. exemplo [4.25]).
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5.2 Ortogonalidade

Definigao 5.5 Seja V' um espago vetorial, real ou complexo, onde esta
definido um produto interno.

Diz-se que dois vetores z,y € V sao ortogonais se (x,y) = 0.

Diz-se que uma familia (z;);cs de vetores de V' é ortogonal se, para quais-
quer i,j € I, com i # j, x; e xj forem ortogonais.

Diz-se que uma familia ortogonal (z;);c; de vetores de V' é ortonormal
se, para cada i € I, ||x;|| = 1.

A uma familia ortonormal (z,,),en da-se o nome de sucessao ortonormal.

Exemplo 5.6 Para cada n € N, seja e, € £? a sucessdo cujo n-ésimo
elemento é igual a 1 e os restantes sdo nulos. A sucessao (e, )nen € ortonor-
mal.

Exemplo 5.7 Considere-se o espago vetorial real C[—m,x], das aplica-
¢oes continuas [—m, 7] — R, munido com o produto interno introduzido no

exemplo|1.33] Considerem-se as aplicagoes fo, fn, gn € C[—7, 7], onden € N,
definidas do seguinte modo: qualquer que seja t € [—7, 7],

folt) = \/12? Fult) = ;% cos(nt),  gn(t) = ;% sen(nt).

A sucessao (fo, f1,91, f2, 92, - .. ) € ortonormal. De facto, quaisquer que sejam

0#n#p#0,
1oll2 = / L=,

2w
"1 1t  sen(2nt)]”™
12l = [ Zeostuyar = 2 |3 4 22200 !
"1 1t sen(2nt) 1"
lonl} = [ S sent(uiar = & |5 === o,

[T 1 ~ [sen(nt)]™
(fo, fn) = vor cos(nt)dt = [ o }_ﬂ =0,
<hJ@:iK imqmm%@mﬁ:i{*?g:;ﬁ%+%§g:£ﬁq_::Q
(gny 9p) = /_ﬂ %sen(nt) sen(pt)dt = % [ser;(i;z_—}g)t) — ser;(((::;)t)} ) =0,
(fo, gn) = /_ﬂ \/1577 sen(nt)dt = {_COSQ(:;) - 0.

(o) = |
(frsgp) = /_:

cos(nt) sen(nt)dt = {— o8 nt)] =0,

_ 1 Jcos((n—p)t) cos((n+p)t) " _
cos(nt) sen(pt)dt = = { 2(n—p)  2(n+p) }w -
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Proposicao 5.8 [Teorema de Pitagoras| Seja (x1,...,xzr) uma familia
ortogonal de vetores de um espago vetorial V- com produto interno. Entao

oy + -+ apl|® = flaa|® + -l

Demonstragio. ||xy + -+ + ap|? = (w1 + - + 2,200 + -+ + ap) =

k k k k
Zj:l DTy, ) = Zj:1<3’3j>$j> = Zj:l H:UJHQ u

Proposicao 5.9 Seja (x1,...,xr) uma familia ortogonal de vetores nao
nulos de um espago vetorial V' com produto interno. Entao (xy,...,x ) €
linearmente independente.

Demonstracao. Suponhamos que c¢1z1 +---+cpxp = 0, onde ¢q,...,¢ €
F. Sejai € {1,...,k}. Entao

k
0=1(0,z;) Zc]a:],xl ch@cj,:vi) = ¢i(z4, ),
j=1
o que implica que ¢; = 0. [ |
Proposicao 5.10 Seja (x1,...,x,) uma familia ortonormal de vetores

de um espaco vetorial V' com produto interno. Se x € V for combinagao
linear de x1, ..., xy, entdo

k

x = Z(:c,xj>xj, (5.1)

j=1
k

lzl® =D e, ) (5.2)
j=1

Demonstra¢do. Suponhamos que © = c1x1 + -+ -+ ¢, onde ¢q, ..., c €
F. Entao, qualquer que seja j € {1,...,k},

k

(,3;) = (Z axy, Tj)

=1 =1

M»

clzy, xj) = cj(zy, x5) = ¢j.
Donde resulta ([5.1). Aplicando o teorema de Pitagoras,

k
||* = ZHCJ%W > a, zg)as)) = Z\ z,x5)[*||a|* = Z\ x, 7))
j=1

|
Observagao 5.11 Seja V um espaco vetorial com produto interno e di-

mensao finita k. Seja (x1,...,2x) ¢ uma familia ortogonal de vetores nao
nulos de V. Entao (x1,...,x%) é linearmente independente. Sabemos, da
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Algebra Linear do primeiro ano, que qualquer familia linearmente indepen-
dente com k vetores é uma base de V. Assim, qualquer que seja x € V, as
igualdades e sao satisfeitas.

Recorde-se que uma base ortonormal de V' é uma base (u1,...,u;) de
V' que é uma familia ortonormal. Seja (v1,...,v;) uma base de V. Sa-
bemos, da Algebra Linear do primeiro ano, que é possivel obter uma base
(wy,...,wg) de V, formada por vetores ortogonais, utilizando o processo de
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt:

w1 = U1
i—1 (v, w;)
’LUZ:UI—ZWZU], ZG{Q,,k‘}
=1 "
Dividindo cada um dos vetores da base (wy, . . ., wy) pela sua norma, obtemos

uma base ortonormal de V.

5.3 Séries de Fourier

Definigao 5.12 Seja V um espago vetorial sobre F onde esta definido
um produto interno. Uma série de elementos de V' é um par de sucessoes de
elementos de V, ((yn)nen, (SN)Nen), onde

N
SNZZyn, N e N.
n=1

Diz-se que (Sy)nen € a sucessao das somas parciais da série. Usualmente,
a série anterior representa-se por

Z Yn ou por Z Yn-

neN

Diz-se que uma série »_ y,, é convergente se a sucessao das suas somas parciais
for convergente. Neste caso, o limite da sucessao das somas parciais chama-se
soma da série e também se representa por

> Yo
neN

Definigao 5.13 Seja V um espaco vetorial sobre F onde estd definido
um produto interno. Chama-se série de Fourier de um vetor x € V, relati-
vamente a uma sucessao ortonormal de vetores (xn)neN, a série

Z(m,wn>azn

neN

104



Nesta seccao, estudaremos a convergéncia das séries de Fourier.

Proposicao 5.14 [Desigualdade de Bessel| Seja V' um espago vetorial
com produto interno. Seja (xn)neny uma sucessao ortonormal de vetores de
V. Qualquer que seja x € V, a série ., o |(z, zn)|? converge e

Y @z <l (5.3)
neN

Demonstracao. Seja x € V. Para cada n € N, consideremos a soma
parcial da série de Fourier

N

Sy = Z(x, Ty ) T,

n=1

Pela proposicao [5.10

IS |* = Z! , )|

Além disso,

ISy — > = (Sn — z, Sy — z) = |Sx||* = (Sw, 2) — (&, Sw) + [|z]]?,

N N N
<SN7$> = (Z(m,xn>xn,x) = Z(x,xn)(xn,x) = Z ‘<l’,l’n>|2 = HSN”2
n=1 n=1 n=1
Assim (z,Sn) = (Sn,2) = ||Sn|?. Donde ||Sy — (> = —|[Sn* + [|=|*.
Donde
N
Dz = 1Sn )1 = ll2|® = 1S — 2|* < [|=])*.

n=1

A sucessao de ntimeros reais (ij:l |(z,,)|?) Nen & crescente e limitada su-
periormente por ||z|?. Assim esta sucessdo converge e o seu limite nio excede
2|2, isto &, 3, cn [(z, 2n)|? converge e a desigualdade (5.3) ¢ satisfeita. m

Lema 5.15 Seja V' um espago vetorial com produto interno. Para cada
y €V, a aplicagio
fy:V—=F x—(zy), (5.4)

é continua.

Demonstracdo. Tendo em conta a definicdo de produto interno, a aplica-
gao fy € linear. Qualquer que seja x € V,

[fy(@)| = [(z,9)] < ll=[l[ly]]-

Pela proposicao 4.3} f, ¢ continua. [
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Proposigao 5.16 Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja
(Tn)nen uma sucessao ortonormal de vetores de V. Seja (Ap)nen uma su-
cessio de elementos de F. Se a série ), .y A\nn for convergente e

T = Z A,
neN

entao, qualquer que seja n € N, \, = (x, x,).

Demonstracdo. Seja n € N. Consideremos a aplicagdo continua
fon, 2V —=F, x — (x,z,). Seja N € N. Seja Sy = Z,]cvzl A2k Entao

N
An, se N >n,
fxn(SN) = <SNa$n> = kZlAk<xka$n> = { 0, se N <n.
Assim
An = lim fy, (SN) = fo,(lim Sy) = fz, () = (z,24).
N—o00 N—o00
(A segunda igualdade resulta da continuidade de f, .) Logo A\, = (z,z,). ®

Proposicao 5.17 Sejam V um espaco de Hilbert e (z,,)nen uma suces-
sao ortonormal de vetores de V. Seja (Ap)nen uma sucessao de elementos

deF. A série
Z AnZn (5.5)
neN

¢ convergente se e 86 se (An)nen € £2.

Demonstra¢ao. Suponhamos que ([5.5)) converge e seja

T = Z AZn.-

neN

Seja n € N. Pela proposi¢ao [5.16, A, = (x, z,). Pela proposigao a série
> nen [Anl? € convergente, isto &, (An)nen € £2.

Reciprocamente, suponhamos que (A, )nen € £2. Para cada N € N, seja

N
SN = Z /\nxn.
n=1

Vejamos que a sucessao (Sy)nyen € de Cauchy.

Seja 6 € R, Como (A\y)nen € £2, a sucessdo (27]:[:1 |An|?) Nen é conver-
gente. Portanto, é de Cauchy e existe p € N tal que, quaisquer que sejam
M >N > p,

M N
Dl =D Il < 6%
n=1 n=1
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Donde

M M M
donzal’= D0 Pallleal?= D P <%
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Utilizando o teorema de Pitagoras,

M M
1Sy = SNIP =11 D dnwall> = D [Anwnl® < 82
n=N-+1 n=N+1

Donde [|Syr — Sn|| < d. Logo (Sny)nen € de Cauchy. Como V' é completo,
(SN)Nen é convergente, isto é, a série (5.5)) converge. ]

Corolario 5.18 Sejam V' um espago de Hilbert e (xy,)nen uma sucessao
ortonormal de vetores de V. Qualquer que seja x € V, a série de Fourier

Z<x7xn>xn (56)
neN
€ convergente.

Demonstragao. Pela proposi¢ao a série Yy (2, 2,)|? converge.
Pela proposigao a série de Fourier (5.6 converge. [

Definigao 5.19 Seja V um espaco de Hilbert. Diz-se que uma sucessao
ortonormal (zy,)nen € uma base ortonormal de V' se nao existir x € V' \ {0}
ortogonal a todos os vetores x,.

Exemplo 5.20 Para cada n € N, seja e, € £2 a sucessio cujo n-ésimo
elemento é igual a 1 e os restantes sao nulos. A sucessao (e )nen € uma base
ortonormal de £2.

Proposicao 5.21 Sejam V um espaco de Hilbert e (x,)nen € uma base
ortonormal de V. Qualquer que seja x € V,

x = Z(:U,xn>:vn, (5.7)

neN

Izl = [z, za) . (5.8)

neN

Demonstragao. Seja x € V. Ja vimos que as séries em ((5.7) e ((5.8) sao
convergentes (cf. corolario e proposicao [5.14). Seja

y= Z(:C,:vn>:z:n.

neN
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Seja n € N. Pela proposigao (x,zn) = (y,zy). Assim
<£L’ - ya$n> = <x7$n> - <ya $n> =0.

Pela definigao de base ortonormal, x —y = 0 e z = y, o que prova (5.7)).

Seja N € N. Seja
N

SN = Z(x, T ) T,

n=1

Consideremos a aplicac¢ao continua f, : V — F, y — (y,z). Entao

N N
fz(SN) = <SN7$> - Z(x’wn><$m$> = Z ‘(x?xn>|2

Como f, é continua,

|2lf* = (@, 2) = folw) = fo( lim Sx)= lim fo(Sy)

_ _ 2
-ngnwzmn -3l

neN |
Proposicao 5.22 Sejam V um espaco de Hilbert e (zp)nen uma suces-
sao ortonormada de elementos de V. Sao equivalentes:
() (n)nen € uma base ortonormal de V.
(b) span{z, :n € N} =V.

(c) Qualquer que seja x €V, ||z||? = Z |{z, xn)|
neN

Demonstragao. Pela proposigao anterior, (a) = (c).

(¢c) = (a) Seja x € V tal que (z,z,) = 0, qualquer que seja n € N.

Entao
2] = [z, zn)* =0
neN

Donde x = 0. Logo (2,,)nen € uma base ortonormal de V.

(a) = (b) Pela proposigao anterior, qualquer que seja z € V,

x:E (x,Tp)xy = lim g T, Tp )T
N—>oo

Assim todo o vetor x € V é limite de uma sucessao de elementos de
span{z, : n € N}. Logo (b) é satisfeita.
(b) = (a) Sejay € V tal que (y,z,) = 0, qualquer que seja n € N. Seja

Sy={zx eV :(x,y) =0}
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E facil verificar que S, é um subespago de V. Como {z, : n € N} C S,
span{z, : n € N} C S,

Vejamos que Sy é fechado. Seja (zj)ren uma sucessao de elementos de Sy, que
converge para um limite z € V. Consideremos a fun¢ao continua f, : V- — F,
x> (x,y). Para cada k € N, f,(2) = (2,y) = 0. Assim

0= klggo fy(zk) = fy(klgglozk) = fy(2) = (z,9).

Donde z € Sy. Logo S, ¢ fechado. Logo

span{z, : n € N} C S,,.

Por (b), V = S,. Donde y € S,. Donde ||y||* = (y,y) = 0. Donde y = 0.

Logo (zn)nen € uma base ortonormal de V. ]

Definigao 5.23 Sejam V e U espagos vetoriais sobre F onde estao defini-
dos produtos internos. Diz-se que uma aplicagao f : V — U é uma isometria
linear se f for um isomorfismo linear e, para quaisquer x,y € V,

(f(z), [(y)) = (z,9) (5.9)

Lema 5.24 Sejam V e U espagos vetoriais sobre F onde estiao definidos
produtos internos. Se f : V — U for uma aplicagio linear sobrejetiva tal
que, qualquer que seja x €V,

1f (@) = [l]l, (5.10)
entdo f € uma isometria linear.

Demonstragao. Exercicio. Para demonstrar (5.9)), prove primeiro as se-
guintes igualdades (chamadas identidades de polarizagao):

e Se F =R, entao, quaisquer que sejam x,y € V,
Az,y) = o +y)? = llz —yl*
e Se F = C, entao, quaisquer que sejam z,y € V,
Az,y) =z +yl? =z =yl +ille + iyl|* — iz - iy|>.

Proposigao 5.25 Seja V um espaco de Hilbert. Se V' tiver uma base
ortonormal (Tp)nen, entao existe uma isometria linear f :' V — 2.

Demonstra¢ao. Suponhamos que V' tem uma base ortonormal de (2, ) pen-
Seja z € V. Pela proposigao [5.21]

x = Z(w,xn>xn

neN
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Pela proposigao (@) = ((x,20))nen € 2.

Vejamos que a aplicagao
fV =2 ae fa),
é uma isometria linear. Sejam z,y € V. Entao

fl+y) = (& +y,20))nen = ((T,Zn) + (Y; Tn) )nen
= (<$a$n>)n€N + (<y7$n>)n€N = f(fL‘) + f(y)

Com um argumento analogo, mostra-se que, quaisquer que sejam a € F,
xz €V, f(ax) = af(z). Logo f é uma aplicagao linear.
Vejamos que f é sobrejetiva. Seja A = (A, )neny € £2. Pela proposicio

(.17 a série
E AnTn

neN

converge para um vetor z € V. Pela proposi¢ao [5.16, A, = (x,z,), n € N.
Claramente f(z) = A.

Seja z € V. Pela proposigao |l = || f(2)|l2-
Pelo lema f é uma isometria linear. [ |

Exercicio 5.26 Seja V um espago vetorial sobre F com produto interno
e dimensdo finita k. Mostre que existe uma isometria linear f : V — F¥,
considerando em F* o produto interno usual (cf. exemplo [1.29).

5.4 Conjuntos convexos

Definigao 5.27 Um subconjunto A de um espago vetorial V' sobre F
diz-se convero se, quaisquer que sejam a,b € A, o segmento de reta

{da+(1=Nb:Xe[0,1]}
estiver contido em A.

Lema 5.28 Seja V' um espago vetorial com produto interno. Quaisquer
que sejam a,b,x €V,

1
la = blI* = 2llz — al* + 2]}z = bl|* — 4l|lz = S(a + b)|I* (5.11)

Demonstragao. Pela lei do paralelogramo (cf. proposicao [1.39),
2z — af]? + 2]z — bl = [|(& — a) + (& = B)|? + [(z — @) — (& = B)|?
1
= 4llz - 5la+ D) + lla — bl1*.

Donde resulta (5.11]). [
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Proposigao 5.29 Seja V um espaco de Hilbert. Seja A um subconjunto
fechado e convexo de V. Entao, qualquer que seja x € V, existe um wunico

a € A tal que
lz —all = inf [|lz — b
€A

Demonstracao. Seja x € V. Seja
v = inf ||z — b]|.
beA
Para cada n € N, escolha-se b, € A tal que

1
|z — byl <v+ —.
n

(5.12)

Vejamos que (by)nen € uma sucessao de Cauchy. Sejam m,n € N. Pelo lema

anterior,

1
B = bl = 2l = bl + 20}z — bl 41z = 5 (b + b (5.13)

Como A é convexo, (1/2)(by, + by,) € A. Portanto

Utilizando (5.12)), (5.13) e (5.14), deduz-se que

1\? 1\?
Hbm—an2<2<l/+> +2(V+) — 42
m n
v  4u 2 2
= — +—
m nom n

Seja 6 € RT. Como

s 4
lim — + — =0,
n—oo n n

existe p € N tal que, qualquer que seja n > p,

8 4
—V+—2<52.
n n

(5.14)

Assim, quaisquer que sejam m > n > p, ||bm — by||? < 62, ou seja, ||by —
bnl| < 0. Logo (bp)nen € uma sucessao de Cauchy. Como V' é completo,
(bn)nen converge para um limite a € V. Como A é fechado, a € A. Assim

v < ||z — al|. Utilizando (5.12)), qualquer que seja n € N,

1
0<[lz—all —v <llz—af = [lz = ball + .
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Donde, qualquer que seja n € N,
1 1
0<lz—all —v<|[(z—a)=(z—=bn)l+ — = llbn —al + —.
n n
Como a sucessao (||b, — al| + 1/n)nen converge para 0, ||z — al| = v.

Para provar a unicidade, suponhamos que b € A satisfaz ||z — b|| = v.
Como A é convexo, (1/2)(a+b) € A. Assim

1
o= 5o+ )l > v,
Utilizando o lema anterior,
1
la = blJ* = 2llz = al* + 2]}z = bl|* — 4l|lz — 5 (a+b)* < 0.

Donde |ja — b|| = 0. Donde a = b. ]

5.5 Complemento ortogonal

Seja V um espaco vetorial e sejam U e W subespacos de V. Diz-se que V
é soma direta de U e W (e escreve-se V = U & W) se, para qualquer v € V,
existirem vetores tnicos u € U e w € W tais que v = v+ w. E facil provar
que V=Ud&Wseesose V=U+WeUNW = {0}.

Definigao 5.30 Seja X um subconjunto do espago vetorial V' com pro-
duto interno. Chama-se complemento ortogonal de X ao conjunto

Xt={veV:VreX, (vz)=0}.

Proposicao 5.31 Se X for um subconjunto do espaco vetorial V. com
produto interno, entdo X+ € um subespaco fechado de V.

Demonstragio. Claramente, 0 € X1, Sejam v,v' € X+. Seja z € X.
Entao (v,z) = (v/,2) = 0. Donde (v +v',x) = (v,z) + (v/,z) = 0. Donde
v+v' € X+. Com um argumento analogo, mostra-se que, se a € Fev € X+,
entdo av € X+. Logo X+ & um subespaco de V.

Seja (Un)nen uma sucessdo de elementos de X1 que converge para um
limite v € V. Seja y € X. Consideremos a fun¢ao continua f, : V. — F,
xz — (z,y). Qualquer que seja n € N, fy(v,) = (vp,y) = 0. Como f, é
continua e (v, )nen converge para v,

0= nh_{Iolo fy(vn) = fy(nh_{govn) = fy(v) = (v,9).

Logo v € X*. Logo X ¢é fechado. [ |
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Proposigao 5.32 Sejam V um espago de Hilbert e U um subespago fe-
chado de V. Entio V =U @ U* .

Demonstragio. Se u € UN U™, entdo 0 = (u,u) = ||u|?; donde u = 0.
Logo U N U+ = {0}. Vejamos agora que V = U + U~+. Seja v € V. Como
U é um subespago de V, U é um conjunto convexo. Pela proposigao [5.29
existe um tnico u € U tal que,

— ul|| = inf —w||. 5.15
o —ull = inf flo - w] (5.15)

Vejamos que v —u € UL, Seja w € U, com vista a provar que (v—u,w) = 0.
Como esta igualdade é trivial quando w = 0, suponhamos que w # 0. Seja

a € F. De (5.15), ||v —u| < ||lv — u — aw]||. Donde

lv—ul? <|lv—u—aw|* = (v —u—aw,v —u— aw)

= |lv = ull® = (v — u, aw) — (aw, v — u) + [law]|*.

Donde
2R(a{w,v —u)) < |a]?||lw]*.

Em particular, tomando
(v —u, w)
a= "
]l
deduz-se que |{(v — u,w)|?> < 0. Donde (v —u,w) = 0. Logo v —u € U™.
Logov=u+ (v—u),ondeu € Uev—u€cU". LogoV=U+U". [

Proposicao 5.33 Sejam V um espaco de Hilbert e U um subespaco fe-
chado de V. Entio U = (UL)L.

Demonstracao. Utilizando a definigao de complemento ortogonal, deduz-
-se facilmente que U C (U+)*.

Seja agora € (UL)L. Como V = U @ Ut, existem u € U, w € U™+
tais que * = u + w. Como u € U C (UH)t e V = Ut @ (U)*, vem que
w=x—ucUrNUH* ={0}. Donde z =u € U. Logo (U+)* CU. Logo
U= (UHt n

5.6 Representacao de Riesz-Fréchet

Lema 5.34 Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Sejam
v,v' € V. Se, para qualquer x € V, (x,v) = (x,v), entdo v =v'.

Demonstragio. Suponhamos que, para qualquer z € V, (z,v) = (z,v').
Tomemos x = v — v'. Entdo, (z,v) = (z,v") = (x,v) — (z,v') = 0 =
(o= =0=lv—V|P=0=v—-0 =0=0v="0". ]
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Proposicao 5.35 |[Riesz-Fréchet| Seja V' um espago de Hilbert. Para
cada f € L(V,F), existe um dunico vetor vg € V tal que || f|| = ||vo] e,
qualquer que seja v €V,

f(v) = (v, v0). (5.16)

Demonstracao. A unicidade resulta do lema anterior.

Provemos agora a existéncia. Se f for a aplicagao nula, entao, tomando
vo = 0, temos || f|| = 0 = |lvo|| e, qualquer que seja v € V, é satisfeita.
Suponhamos agora que f nao é a aplicagao nula. Entao

W=kerf={veV:f(v)=0}

é um subespago de V diferente de V. Como f é continua e {0} é fechado,
W = f71({0}) é fechado. Pela proposigio V =Wa W Como
V £ W, Wt #£{0}. Seja z € WE\ {0}. Como WNW+ = {0}, 2¢ W e,
portanto, f(z) # 0. Seja

/(z)

vy =
1212

zeWwt.

Seja v € V. Entao

/ ( - f<“)z) O A )

) )
Portanto F0)
v—mzew
Donde
B (TR {0 VSRR () V(G
O Ty = e = ) = = )
= (v,w0) — S0,

Donde (5.16)) ¢é satisfeita. Qualquer que seja v € V,

[f ()] = (v, vo)| < [|v][[lvo]l-

ponie )
v
Ifll="sup = < lvoll.
ver\foy [Vl
Por outro lado, como f(vg) = (vo, vo) = ||vol|?, vem que
v
712 Ol
[[vol|
Logo [[£]l = [lvoll- "
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Proposigao 5.36 Sejam V e U espacos de Hilbert sobre F. Para cada
f e L(V,U), existe uma unica aplicagao f* € L(U, V) tal que, quaisquer que
sejam v € V, u € U,

(f(v),u) = (v, [*(u)).

Demonstracao. A unicidade resulta facilmente do lema Provemos
agora a existéncia. Seja u € U. Seja

gu:V = F, v (f(v),u).
E facil verificar que g, é uma aplicacdo linear. Qualquer que seja v € V,

|9u(0)] = [{f (), )| < |[f@)I[[[ull < [Joll[[[ £} lw]]-

Pela proposicao gu € continua. Pela proposicao [5.35] existe um tnico
vetor f*(u) € V tal que ||gu|| = ||f*(w)] e, qualquer que seja v € V,

gu(v) = (v, f*(w)).
Assim, qualquer que seja v € V,
(f(v),u) = (v, f*(u)).
Para completar a demonstracao, falta provar que a aplicacao
U=V, uw ff(u),

pertence a L(U, V). Sejam u,u’ € U. Qualquer que seja v € V,

(v, ffu+u)) = (f(v),u+u) = (f(v),u) + (f(v), )

= (v, f*(w) + (v, f* () = (v, [*(w) + [* ().

Pelo lema [5.34] f*(u+u') = f*(u) + f*(uv’). Sejam a € F, v € U. Qualquer
que seja v € V,

(v, fH(aw)) = (f(v), au) = a(f(v),u) = a(v, f*(u)) = (v,af"(u)).
Pelo lemalp.34] f*(au) = af*(u). Logo f* ¢ linear. Qualquer que seja u € U,
15 @)? = (F(w), £ (w) = (FFHw),u) < )| ull
< WAL Ca) [ e

Donde, qualquer que seja u € U, ||f*(uw)|| < || f||[|u]|. Pela proposicao[d.3] f*
¢ continua. |

Definigao 5.37 Sejam V e U espagos de Hilbert e f € L(V,U). A tnica
aplicagao f* € L(U,V) referida na proposi¢ao anterior chama-se adjunta de
f-SeV =Uef=f* diz-se que a aplicagdo f é auto-adjunta ou hermitica.

115



	Preliminares
	Números complexos: sucessões e funções
	Espaços vetoriais e aplicações lineares
	Espaços vetoriais com produto interno
	Espaços vetoriais normados

	Espaços Métricos
	Definição e exemplos
	Convergência de sucessões
	Conjuntos abertos e conjuntos fechados
	Limites
	Continuidade
	Espaços métricos completos
	Espaços métricos compactos
	Caraterização de Borel-Lebesgue dos conjuntos compactos
	Continuidade uniforme

	Espaços Topológicos
	Definição e exemplos
	Bases de abertos
	Conjuntos fechados. Interior e fecho
	Limites
	Continuidade
	Produtos finitos de espaços topológicos
	Espaços topológicos compactos
	Espaços topológicos conexos
	Separação
	Exemplo: a topologia de Zariski
	Breve referência à noção de vizinhança

	Espaços Vetoriais Normados
	Continuidade de aplicações lineares e multilineares
	Espaços normados de dimensão finita
	Espaços de Banach
	Subespaços fechados de um espaço normado
	Espaços de aplicações lineares

	Espaços de Hilbert
	Definição e exemplos
	Ortogonalidade
	Séries de Fourier
	Conjuntos convexos
	Complemento ortogonal
	Representação de Riesz-Fréchet


