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Resumo

O principal objectivo desta dissertacao é apresentar uma teoria de anélise,
cujas funcoes demonstravelmente totais, com gréfico apropriado, sejam as fungoes
computaveis em espaco polinomial.

Na dissertacao “Bounded Arithmetic”, Buss introduz vérias teorias que per-
mitem fornecer caracterizagoes alternativas de algumas classes de complexidade com-
putacional, nomeadamente uma teoria de 2* ordem, U, cujas fungdes demonstra-
velmente totais, com grafico apropriado, sao as funcées de PSPACE. Visto todo o
nosso trabalho girar em torno de PSPACE, comecamos por estudar, com algum
detalhe, vérias versoes de méquinas de Turing, nomeadamente deterministas, nao
deterministas, com orédculo e alternadas, e algumas classes de complexidade com-
putacional a elas associadas (resultantes da imposi¢do de limites sobre o tempo e o
espago). De seguida introduzimos duas teorias, uma de 1* ordem PSCA (acrénimo
para Polynomial Space Computable Arithmetic) na linguagem Lpg, que além de al-
guns axiomas bdsicos e definidores tem indugao na notagao para matrizes decidiveis
em espaco polinomial e outra de 2° ordem ¥2"-NT A, na linguagem L3, constitufda por
alguns axiomas bésicos, por um esquema de inducao na notacao para férmulas Z}’b e
por esquemas de compreensao e substituicao para férmulas E(ljb. Sao demonstrados
varios resultados nesta tltima teoria, nomeadamente o facto de que substituindo os
esquemas de indugao na notacao para férmulas ph * & substituicao para férmulas Eé’b
por inducao na notagao para férmulas E%’b—estendidas, continuamos na presenca da
mesma teoria. Vemos assim que Z}’b—N I A corresponde, na linguagem por nés adop-
tada (cuja interpretagao intencionada & a drvore bindria 2<*), & teoria U; de Buss.
Embora as teorias tenham diferentes linguagens, demonstramos que existe uma imer-
sao de PSCA em E}’b—N TA. A estratégia utilizada para conseguir tal intento consiste
em “introduzir” em Z%’b-N 1A os simbolos funcionais de Lpg, i.e. as fungoes com-
putdveis em espaco polinomial, através de férmulas apropriadas de £3. Em ambas
as teorias provamos que as suas fungoes demonstravelmente totais sao as fungoes de
PSPACE. Contudo, enquanto no caso de PSCA tal resultado é uma consequéncia
quase imediata do teorema de Herbrand, na teoria E}’b—N I A um outro tipo de abor-
dagem é necessario, tendo nés recorrido ao cdlculo de sequentes de Gentzen e a uma
versao do teorema da eliminacao do corte.

Definimos ainda uma terceira teoria, £1°-NJA + BELY + B'SL que resulta,
do enriquecimento de Z}’b—N I A com os seguintes dois esquemas de coleccao:



iv

o Vo <X tIyp(z,y) — J2Vr <y < zp(z,y) e

o VX Jyp(y, X*) — 32VX Ty < 20(y, X)
em que ¢ é uma férmula 1.

Formulando a teoria assim enriquecida no cdlculo de sequentes, demonstramos
que esta é VITLb-conservativa sobre L1*-NTA, continuando portanto a ter como
fungoes demonstravelmente totais, com grifico apropriado, as fungoes de PSPACE.

Por 1ltimo apresentamos uma. teoria de anélise, designada por BT PSA (acr6-
nimo para Base Theory for Polynomial Space Analysis), que uma vez mais permite
caracterizar as funcoes de PSPACE como as demonstravelmente totais nessa teoria.
Acreditamos que em BT PSA se pode desenvolver alguma anélise.

PALAVRAS CHAVE

Sistemas formais, PSPACE, aritmética limitada, andlise fraca.



Abstract

The basic aim of this dissertation is to set up a theory for analysis where pro-
vably total functions, having appropriate graphs, are the polynomial space com-
putable functions.

In the dissertation “Bounded Arithmetic”, Buss has already introduced a
second-order theory, UJ, whose provably total functions, having appropriate graphs,
are the PSPACFE functions. We start by studying, in some detail, different versions
of Turing machines, such as deterministic, nondeterministic, oracle and alternative
Turing machines and some computational complexity classes connected to them (re-
sulting from the imposition of limits in time and space). We introduce two theories.
Firstly, the first-order theory PSCA (an acronym for Polynomial Space Computable
Arithmetic) in the language Lpg, which in addition to some basic axioms and defining
axioms has induction on notation for polynomial space decidable matrices. Secondly,
the second-order theory, £1°-NTA, in the language L£3, formed by basic axioms,
scheme of induction on notation for 1*-formulas and schemes of comprehension and
substitution for Tg°-formulas.

In this last theory, several results are proved, for instance the fact that by
substituting the scheme of induction on notation for ¥} *-formulas and the scheme
of substitution for E(l)’b—formulas by induction on notation for extended Z}’b-formulas,
we still have the same theory. So, we can see that Z}’b—N I A is the analogue, in our
language (whose intended interpretation is the binary tree 2<“), of Buss’ theory UJ.

Although the teories have different languages, we can prove the existence of
an immersion of PSCA into Ei’b—N TA. The strategy that we use to prove this
consists in “introducing” in Z%’b—N I A the functional symbols of Lpg, namely, the
polynomial space computable functions, through appropriate formulas of £}. In both
theories, we show that their provably total functions are the functions of PSPACE.
However, whereas in case of PSC A such result is an almost immediate consequence
of Herbrand’s theorem, in the case of the theory Zi’b-N I A, another kind of approach
is necessary, viz to use Gentzen’s sequent calculus and a version of the cut elimination
theorem.

We have also defined a third theory, £;°-NIA+ BXL? + B'SL? an enrichment
of £1*-NTA with the two following schemes of collection:

o Vo < tJyp(z,y) — F2Ve <13y <X zp(z,y) and

o VX'Jyp(y, X?) — F2VXi3Iy < 20(y, X)
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where ¢ is a £10-formula.

Once again, by formulating the theory S1*-NT A+BYrb 4+ BY LY in the sequent
calculus, we show it is VIX1P-conservative over SIP.NTA, and so its provably total
functions, having appropriate graphs, are still the functions of PSPACE.

Finally, we introduce a theory of analysis, called BT PS A (an acronym for Base
Theory for Polynomial Space Analysis), that once again characterizes the PSPACE
functions as the provably total functions of this theory. We believe that some analysis
can be developed in BTPSA.

KEY WORDS
Formal systems, PSPACE, bounded arithmetic, weak analysis.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

A partir do momento em que se estabelece uma defini¢ao formal de algoritmo e
de funcao computdvel importa adequar estes conceitos a nossa realidade, i.e. estudar
tal temdtica & luz do que é praticdvel no “mundo real” onde existem limitacoes
de recursos, nomeadamente tempo e espago. Surgem assim as chamadas classes de
complexidade computacional.

Este trabalho gira em torno duma dessas classes, conhecida por PSPACE,
que é a classe constituida por todas as fun¢oes computdveis em espaco polinomial.

Apoés a introducao de alguma notagao e definigoes que nos acompanharao ao
longo de todo este estudo, surgem no capitulo 2 a apresentacao das maquinas de
Turing como o processo mecanico por nés adoptado para formalizar rigorosamente o
conceito de computabilidade; a descricao de vdrias versoes dessas maquinas com dife-
rentes graus de eficiéncia; a apresentacao de duas caracterizagoes da classe PSPACE,
uma delas independente de maquinas e a demonstracao de alguns resultados relativos
a computagoes de 2* ordem em espago polinomial.

A semelhanca do trabalho de Buss na sua dissertacdo “Bounded Arithmetic”,
em que sao apresentadas vérias teorias com o propésito de através delas caracterizar
determinadas classes de complexidade computacional como sendo as classes de fungoes
demonstravelmente totais nessas teorias, também nés introduzimos algumas teorias
com a finalidade de fornecer caracterizagoes alternativas de PSPACE.

Prescindiremos, contudo, da linguagem da aritmética (adoptada por Buss) em
favor da linguagem cuja interpretacao intencionada é a érvore bindria 2<“, ou seja,
a classe das sequéncias finitas de 0’s e 1’s, linguagem essa introduzida por Fernando
Ferreira na dissertagao “Polynomial Time Computable Arithmetic and Conservative
Eatensions”.

Nos capitulos 3 e 4 sdo desenvolvidas as teorias PSCA (teoria de 1* ordem)
e IP-NTA (teoria de 2* ordem) respectivamente, cujas funcdes demonstravelmente
totais (com gréficos apropriados) sao as fun¢oes de PSPACE.

Para obtermos este resultado em relagao a 2% teoria, necessitdmos introduzir
um sistema, rigoroso de demonstracao, tendo optado por uma variante do cdlculo de
sequentes de Gentzen. Assim sendo no capitulo 5 apresentamos, de forma breve, este
sistema de demonstracao ¢ formulamos X°-NTA no célculo de sequentes.

No capftulo 6 introduzimos a teoria L1°-NIA + BEL? + B'SLP que resulta
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do enriquecimento de E}’b—N I A com dois novos esquemas de colecgao e apresentamos
um resultado de conservacao.

O 7° capitulo, onde definimos a teoria de 2* ordem BT PS A, pretende apontar
o caminho que tencionamos seguir futuramente, na procura de desenvolver no¢oes
de andlise em sistemas fracos de aritmética de 2¢ ordem computdveis em espaco
polinomial.

1.1 Notagao

Representamos por 2<% o conjunto de todas as sequéncias finitas de zeros
e uns. A cada uma dessas sequéncias estd associado um comprimento (notamos o
comprimento da sequéncia x por |z|) que indica o mimero de digitos que a constitui.
2<% &, portanto, a famflia das palavras de comprimento finito no alfabeto {0,1}. A
palavra vazia, isto é, a que tem comprimento zero, serd notada por €.

Consideremos a bijecgao 2<¥ — N, esquematizada pela drvore abaixo

1
101
2)
\ 10/(12)
(5) 100
(1D

0 011

Fig. 1

Esta bijeccao permite identificar os elementos de 2<% com os nimeros naturais.

Sendo z e y elementos de 2<% representamos por:
e © ~y a concatenacao de z com y (abreviada por zy);
oz Cy,x ésubpalavra inicial de y, i.e. 3z ¢ —~ z = y;
e r C*y, x é subpalavrade y, 1.e. 3z 2z ~ z C y;
e 7, a truncatura de r a y, i.e.

i :{x e lol<ll

v z se zCzxe |z|=y|’

e 1 X y o produto de x por y, definido do seguinte modo:
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XY= .. ~I;
ly] vezes
e r <y, o comprimento de  é menor ou igual que o comprimento de y
(lz} <y|),ie. 1 xxC1xy.
e =y, o comprimento de z é igual ao comprimento de y, i.e. 1 Xz =1 X y.

Nos capitulos que se seguem vamos trabalhar com duas linguagens, uma de
primeira, outra de segunda ordem, que passamos a definir.

Seja L a linguagem de 1* ordem com igualdade, que tem trés constantes 0, 1
e ¢, dois simbolos funcionais bindrios —~ e X e dois simbolos relacionais bindrios C
e =.

Seja £} a linguagem de 2% ordem que inclui a anterior linguagem £ e que con-
tém ainda um simbolo relacional bindrio que opera entre um termo de £ e uma varigvel
de 2¢ ordem, denotado por €. Além de varidveis de 1* ordem notadas por z,y, z, ...
L% contém, portanto, também varigveis de 2¢ ordem representadas por F*,G", ... com
t, r,... termos de L.

A ideia é fazer com que as variaveis de 1° ordem tomem valores em 2<“ e as
de 2° ordem F* variem entre os subconjuntos de 2<¥ que verifiquem z € F* — z < ¢,
onde t é um termo que nao depende de z.

Observagao 1 Os termos de LS coincidem com os termos de L.

Definicdo 1 A classe das formulas de LS ¢ a menor classe de expressdes, tais que:
1. Set, ety sdo termos e F* é uma varidvel de 2* ordem entdo t; C ta,
ty =ty ety € F' sao formulas (férmulas atdmicas).
2. Se Pe Q sao formulas entao ~P, (PAQ), (PVQ) e (P — Q) sdo formulas.
3. Se P ¢é uma formula, x é uma varidvel de 1° ordem, F' é uma varidvel
de 2* ordem e q é um termo entio VzP, 3zP, (Vx < q)P, (3z < q)P, (V FY)P e

(3 F")P sao férmulas.

Observagao 2 Em L5, introduzimos (Vo < q)P e (3x < q)P como novas férmulas
e nao como abreviagoes de Vx(x < ¢ — P) e Jz(z < q N\ P) respectivamente, por
motivos técnicos ligados ao cdlculo de sequentes, que se tornarao mais claros em
capttulos posteriores.

Defini¢ao 2 Uma férmula Zé’b é uma férmula de LS sem quantificagdes de 2* ordem
e em que todas as quantificacoes de 1* ordem sao limitadas*. Estas férmulas podem,
obviamente, ter pardmetros de 2* ordem.

*Quantificagoes limitadas s@o as quantificagdes da forma (V& < ¢) e (3x = ¢), com x varidvel de
1¢ ordem e g um termo em que x nao ocorre.
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Capitulo 2
EM TORNO DE PSPACE

2.1 Mi4quinas de Turing deterministas

Em sentido informal, uma funcao computdvel é aquela cujas imagens se podem
obter através de um processo mecénico, de acordo com um algoritmo.

Existem vdrias formas de tornar rigorosa a nocao de computabilidade, medi-
ante a escolha de diferentes maquinas abstractas. Entre as mais utilizadas encontra-se
a chamada méaquina de Turing, que ficou a dever o seu nome a Alan Mathison Tu-
ring que a concebeu em 1936. Como existe uma grande diversidade de descrigoes de
maquinas de Turing passamos a estabelecer a versao usada ao longo deste capitulo.

Defini¢cdo 3 Uma mdquina de Turing determinista com k fitas (das quais k
sdo de leitura, k; de escrita e as restantes de leitura/escrita) é um quintuplo M =
=< Q,%.0,q0, F > onde

1. @ é o conjunto finito de estados

2. 3 é o alfabeto

3. qo € Q é o estado inicial

4. F é o conjunto de estados de aceitacao

5.6:Qx¥F k2 5 Qx TR x{D P E}"*x{D, P}** ¢ uma funcdo parcial
chamada funcao transicao de M.

Interpretaremos uma méquina de Turing como sendo constituida por k fitas,
das quais k; sao fitas de input, ko de output e as restantes sao fitas de trabalho.
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Vv

LT T [ [ [ ...
\V4 Fitas de input
1 [ T 1 [ .-
\4
I [T [ ..
: V Fitas de trabalho
I I [ [ ] [ [ ...
\V4

| [ I [ I [ [ ...

V Fitas de output
I I [ 1 1 [« .-

Fig. 2

Todas as fitas sao semi-infinitas, i.e. sdo constituidas por um nimero infinito
de células, existindo a célula mais & esquerda, mas nao existindo a célula mais a
direita.

Cada fita possui uma cabeca que, em cada instante, aponta para uma e uma
s6 célula. As fitas de trabalho possuem cabegas de leitura/escrita, as fitas de input
possuem cabecas de leitura e as de output cabecgas de escrita.

Vejamos entao como se processa o funcionamento desta méaquina.

Em cada momento vemos qual o estado da méquina e os elementos que estao
a ser apontados nas vérias fitas pelas cabegas de leitura e de leitura/escrita. Medi-
ante esta informacao, a fungao 6 “diz-nos” que alteragoes se irao dar. A primeira
componente da imagem indica qual o novo estado da méquina; a segunda compo-
nente quais os elementos que se escreverao nas células apontadas pelas cabecas de
leitura/escrita e de escrita; a terceira componente descreve-nos o movimento de ca-
da uma das cabecas das fitas de input e de trabalho podendo estas deslocar-se uma
célula para a esquerda (E), uma para a direita (D) ou manterem a posigao (P) e a
quarta componente informa-nos sobre o movimento (D ou P) das cabecas das fitas
de output. Vemos, portanto, que enquanto nas fitas de input e de trabalho a cabeca
se pode mover em ambos os sentidos, nas fitas de output nao se pode deslocar para
a esquerda. Obviamente, em qualquer tipo de fitas, estando a cabega a apontar para
a primeira célula, esta nao se pode deslocar para a esquerda.

As alteragoes implementadas segundo a fun¢ao ¢ constituem um passo.

Se para determinado estado e elementos apontados a funcao transicao nao esta
definida, a médquina péra.

O nosso alfabeto serd ¥ = {0,1, B} .

A maquina M comega a operar no estado ¢ e tendo certo input wi, ..., wy,*
colocado respectivamente nas primeiras k; fitas (fitas de input), disposto da esquerda

*O input pertence a {0,1}* i.e., ao conjunto de todas as sequéncias finitas bindrias.
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para a direita, de tal forma que cada célula apenas contenha um simbolo (0 ou 1) e
figurando B nas restantes células das fitas, B esse interpretado como estando a célula
em Branco. As fitas de trabalho e de output sao iniciadas todas com B. A méquina
inicia entao o funcionamento atras descrito segundo a sua fungao transigao.

Dizemos que M aceita o input wy, ..., wk, se a maquina para num estado de
aceitacao.

Dizemos que M computa uma fungao f : (2<¥)F1 — (2<%)*2 ge sempre que ini-
ciarmos a méquina com input (wr, ..., wy, ) € (2<¥)* esta psra em estado de aceitagao
e f(wy, ..., wy, ) figura nas fitas de output.

Definicdo 4 Dada uma maquina M, uma configurag¢do de M é a descri¢ao num
dado momento dos elementos que estao nas fitas, das posicoes das cabecas nessas
mesmas fitas e do estado da mdquina.

Se M tem k fitas, uma configuracio de M é um k + 1-uplo (q, 1, %2, ..., T) em
que q é o estado de M e cada z; € S*#X*T descreve os elementos que estdo na fita j
nesse momento. O simbolo # ¢ ¥ serve para marcar a célula apontada pela cabega.
Por convengdo, a cabega aponta para o stmbolo imediatamente & direita de #. Todos
0s stmbolos nas fitas semi-infinitas que ndo aparecem descritos em x; supoem-se B.

Definigao 5 A configuracdo inicial de uma mdaquina M iniciada com input wy, ..., w,

é (qo, #wl, ceey #wkl, #, ooy #)

Defini¢ao 6 Dada uma mdquina M e um input 0, uma computagdo é uma sequén-
cia de configuracdes de M, que comega com a configuracdo inicial de M em W, em que
a passagem duma configuracio o sequinte obedece & fungao transicao e que termina
numa configura¢ao (configuracao terminal) em que ndo se podem dar mais passos.

As maquinas de Turing, com que temos lidado até aqui, sao chamadas deter-
ministas uma vez que a ac¢ao, por estas perpetrada, estd perfeitamente determinada
a partir de qualquer configuragao. Existem, contudo, outros modelos de médquinas de
Turing em que tal nao se verifica e que serao, de seguida, alvo da nossa atengao.

2.2 Madquinas de Turing nao deterministas

A tnica diferenga entre as maquinas de Turing deterministas e as nao deter-
ministas é que, enquanto nas primeiras cada passo é completamente determinado
pelo estado e pelos stmbolos nas células apontadas pelas cabecas de leitura e de leitu-
ra/escrita, nas segundas o préximo passo pode, por vezes, ser “escolhido” dentre
vérias possibilidades.

Formalmente, temos a seguinte defini¢ao:

f¥* & 0 conjunto de todas as sequéncias finitas de elementos de X.
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Defini¢ao 7 Uma mdquina de Turing nao determinista com k fitas (das quais
ki sio de leitura, ky de escrita e as restantes de leitura/escrita) é um quintuplo
M =< Q,%,6,q0, F > eractamente como as mdaquinas de Turing deterministas, mas

em que a funcao transicdo O passa a ser:
§:Q x TR L P(QxTFM x {D,P,EY" x {D, P})}

As anteriores defini¢oes de configuracao e de computacao continuam validas
para este tipo de mdaquinas, se bem que agora, a partir de determinado input @
nao existe, em geral, uma tnica computacao, i.e. nao existe apenas uma sequéncia
“linear” de configuragoes, mas um conjunto de possiveis computagoes que podem ser
esquematizadas numa &arvore,

onde cada nodo representa uma configuragao da méquina, representando a raiz da
rvore (nodo inicial) a configuracao inicial e sendo os descendentes® dum certo nodo
¢, as configuragoes que, a partir de ¢, podem ser alcancadas de acordo com a funcao
transicao.

Uma madquina de Turing nao determinista, M, aceita determinado input se
existe uma computacao de M nesse input terminando num estado de aceitacao, ou
seja, se no esquema em arvore existe um caminho finito que termine num estado de
aceitacao.

2.3 Madquinas de Turing com ordculo

Existe uma versao mais complexa de maquinas de Turing que permite recorrer,
em sentido que vamos precisar ja a seguir, a uma certa ajuda externa, sao as chamadas
maquinas de Turing com oréculo.

Definigdo 8 Uma mdquina de Turing (determinista ou ndo determinista) com
ordculo é uma mdquina de Turing (determinista ou nao determinista) M, com algu-
mas fitas especiais, apenas de escrita, chamadas fitas de ordculo, e trés novos estados:
Interrogativo, Sim e Nao.

tPara qualquer conjunto A, P(A) denota as partes de A.
$Designamos por descendentes dum nodo ¢ os nodos que na drvore se encontram imediatamente
a direita de c.
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Para trabalhar com uma méquina de Turing com orédculo precisamos fixar &
partida um conjunto, chamado conjunto de oraculo.

Em determinado momento da computagao podemos entrar no estado Inter-
rogativo. Nessa altura se nas fitas do oraculo estiver w pertencente ao conjunto,
passamos para o estado Sim, caso contrdrio passamos para o estado Nao. Em qual-
quer dos casos as fitas de ordculo sao instantaneamente apagadas, nao se dando outras
alteragoes na configuracao da méaquina.

2.4 Mai4quinas de Turing alternadas

A dltima versao de mdquina de Turing que vamos apresentar é bastante
poderosa, na medida em que combina o nao determinismo anteriormente estuda-
do com um certo paralelismo, ou seja a possibilidade de ocorrerem computagoes em
“simultaneo”.

Definigao 9 Uma mdaquina de Turing alternada com k fitas é um quintuplo
M =< Q,%,0,q,9 > onde Q,%,6 e qy sao definidos como para as maquinas de
Turing ndo deterministas e g : QQ — {V,3,ace,rej} é uma funcdo que “cataloga” os
estados de ) em estados universais, existenciais, de aceitacao e de rejeicdo.

Tal como no caso das maquinas de Turing nao deterministas, também repre-
sentaremos as computacgoes das maquinas de Turing alteradas, a partir de determi-
nado input, através duma drvore. Porém agora, associado a cada nodo nao terminal
temos um sfmbolo V ou 3, conforme o estado, na configuracao representada por esse
nodo, for universal ou existencial.

Para que uma méquina de Turing alternada aceite um input, nao basta que,
na arvore das computacoes a partir desse input, exista um caminho finito que termine
num estado de aceitagao, é necessério que exista uma etiquetagem (segundo o processo
a seguir descrito) que atribua 1 ao nodo de partida (rafz da drvore). As atribuigdes
de 1’s sao feitas, a partir dos nodos terminais até chegar ao nodo inicial, do seguinte
modo:

e Os tinicos nodos terminais que podem ser rotulados com 1 sao os que corres-
pondem a configuracoes com estado de aceitacao.

e Um nodo interno existencial é marcado com 1 se pelo menos um dos seus
descendentes tiver rétulo 1.
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e Um nodo interno universal é marcado com 1 se todos os seus descendentes
tiverem rétulo 1.

Se a miquina aceita um input, para cada etiquetagem que atribua 1 ao nodo
inicial, podemos pensar na sub-drvore da drvore das computacoes que tem todos os
nodos rotulados com 1. Essas sub-drvores sao chamadas drvores de aceitagao.

Observacgao 3 Todas as drvores de aceita¢do sao sub-drvores da drvore de aceitacao
que se obtém rotulando com 1 todos os nodos terminais que correspondem a configu-
ragoes com estado de aceitacao.

Observagao 4 Uma mdquina de Turing ndo determinista é um caso particular duma
mdquina de Turing alternada, em que todos os nodos sao existenciais.

2.5 Computagdes com recursos limitados

Quando pensamos numa func¢ao computavel, uma questao que se levanta de
imediato, é a de saber que recursos, em termos de tempo e espaco, sao necessdrios
para a computar. Quanto & aceitagao de inputs, problemas idénticos se colocam,
sendo 6bvio que os recursos necessdrios dependem da versao da méquina de Turing
que escolhermos.

Da imposicao de limites sobre o tempo e o espaco e da escolha da miquina
de Turing surgem as chamadas classes de complexidade computacional. Iremos
limitar-nos as classes PI'IME, PSPACE e APTIMEFE pois sao as que intervém no

decorrer deste trabalho.

Definigdo 10 Uma funcdo f : (2<¥)F — (2<%)*2 ¢ computdvel por uma méquina
de Turing determinista em tempo polinomial se existirem uma mdquina de
Turing determinista, M, que compute f e um polindmio, p € N[z, tais que, para to-
do W = (wy, ..., wx, ) € (2<¥)*1 0 nuimero de passos executados por M, até a maquina
parar, quando o input é W, é menor ou igual que p(n), sendo n = max{|w|,..., |w, | }.

Definicdo 11 Uma funcdo f : (2<%)% — (2<%)*2 ¢ computdvel por uma mdquina
de Turing determinista em espago polinomial se erxistirem wma mdquina de
Turing determinista, M, que compute f e um polinémio, p € N[z|, tais que, para
todo w = (wy,...,wx,) € (2<¥)** o nimero das células de M alguma vez visitadas
ou ocupadas durante a computacdo a partir de w, é menor ou igual que p(n), sendo
n = max{|wy], ..., |w |}

Definigao 12 Um conjunto C C (2<¥)** ¢ decidivel por uma mdquina de Tu-
ring determinista em tempo (respectivamente espago) polinomial, se a sua fun¢do
caracteristica xo for computdvel por uma mdquina de Turing determinista em tempo
(respectivamente espago) polinomial.
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Definicao 13 Um conjunto C C (2<%)* ¢ aceite por uma mdquina de Turing
alternada em tempo polinomsial se existirermn uma mdquina de Turing alternada,
M, e um polinémio, p € N[z|, tais que:

1) para todo w = (wy, ...,wy,) € (2*)%1, @ € C sse M aceita w0,

2) para todo o w € C existe uma drvore de aceitagdo (iniciando M com input
w) de comprimentoY menor ou igual que p(n), sendo n = max{|wi|, ..., |w,|}.

Estamos agora em condicoes de definir as trés classes de complexidade com-
putacional anteriormente referidas.

Definicao 14 e PTIME é a classe das fung¢des computdveis por uma mdquina de
Turing determinista em tempo polinomial. Por vezes, PTIME é também usado para
designar a classe dos conjuntos decidiveis por uma mdquina de Turing determinista
em tempo polinomial.

o PSPACE é a classe das fungoes computdveis por uma mdquina de Turing
determinista em espacgo polinomial. Por vezes, PSPACE é também usado para desig-
nar a classe dos conjuntos decidiveis por uma mdquina de Turing determinista em
espago polinomaial.

e APTIME ¢ a classe dos conjuntos aceites por uma mdquina de Turing al-
ternada em tempo polinomial.

Um resultado conhecido, que pode ser encontrado, por exemplo, no livro [2]
“Structural Complexity II” estabelece a seguinte igualdade:

|PSPACE = APTIME)]
considerando PSPACE como classe de conjuntos.

2.6 Computacoes de 2% ordem

Nas seccoes anteriores, as maquinas trabalhavam com inputs e outputs de 1¢
ordem, i.e sequéncias bindrias de um certo comprimento n, que podem ser interpre-
tadas como mimeros naturais através da bijeccao 2<* — N, apresentada na fig.1.

Estamos, porém, interessados em que as maquinas também possam trabalhar
com inputs e outputs de 2% ordem, i.e. sequéncias finitas bindrias que podem ser
interpretadas, mediante codificacao apropriada que introduziremos adiante, como
subconjuntos finitos de 2<% cujos elementos tém comprimento menor ou igual que
um certo n, ou seja, novamente pela bijeccao da fig.1, subconjuntos finitos de N.

A tnica diferenca em relagao as maquinas atras descritas é que, agora, umas
fitas de input sao para inputs de 1* ordem e outras para inputs de 2 ordem, conve-
nientemente codificados, e 0 mesmo se passa nas fitas de output e nas fitas de ordculo
(caso se trate duma méquina de Turing com ordculo).

YComprimento de uma 4rvore é o comprimento do seu maior ramo, i.e. é o maior mimero de
passos que se podem dar entre o nodo inicial e um terminal.
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Os elementos de 2¢ ordem sao denotados por F°, sendo F* um subconjun-
to finito de 2<“ em que todas as palavras tém comprimento menor ou igual que o
comprimento de s.

e Dado o input de 1* ordem z = 11010, ja sabemos que este é colocado numa
fita de input de 1* ordem do seguinte modo:

Cr T 7T o T 1T oI BT aea

e Dado o input de 2% ordem F°, este é colocado numa fita de input de 2°
ordem do seguinte modo: na célula 7 colocamos 1 ou 0 conforme a sequéncia bindria
correspondente ao nimero j pertence ou nao pertence a F°, sempre que 0 < j <
< 215+1 _ 1. Nas restantes células colocamos B.

Definicdo 15 Seja Q(z, F*) = Q(x1,...,zx, F}*, ..., F*) um ordculo de 2* ordem,
com % de 1° ordem e F* de 2* ordem. Uma mdquina de Turing determinista, M,
com tempo exponencial limitado por p € N[z], com inputs de 1* e de 2* ordem e com
ordaculo @, satisfaz as sequintes condigdes:

1. M tem fitas de input apenas de leitura: umas de 1* ordem com inputs de
comprimento < n e outras de 2* ordem com inputs de comprimento < 2P,

2. M escreve as perguntas ao ordculo nas fitas de ordculo, apenas de escrita.
Nas fitas de 1* ordem M escreve respectivamente xy, ..., Ty onde cada x; tem compri-
mento < p(n) (1 <i<k), nas fitas de 2* ordem escreve respectivamente Fy*, ..., F}r
onde cada F tem comprimento < 2°™ . O ordculo responde Sim ou Nédo conforme
Q(z, F*) se verifica ou ndo, e apaga as fitas de ordculo.

3. O tempo computacional total é limitado por 2°™.

4. M escreve os outputs em fitas de output apenas de escrita: umas para
outputs de 1* ordem que podem ter comprimento quando muito p(n) e outras para
outputs de 2* ordem com comprimento < op(n)

TIME(2P™)? := classe dos funcionais computédveis por uma maquina de
Turing satisfazendo as condigoes anteriores.

O espacgo usado na computacao é o espaco total usado nas fitas de trabalho
de M. ‘

SPACE(r(n))? := classe dos funcionais computdveis por uma méquina de
Turing satisfazendo as condigoes anteriores em espaco < r(n).

PSPACE®" .= |J |J SPACE(n*)Q.

QEE(l)’b keN

Dizemos que uma méaquina, como na defini¢ao anterior, computa uma fungao
se nao tem inputs nem outputs de 2* ordem, podendo, no entanto, fazer perguntas
de 2% ordem ao orédculo.
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Estamos agora em condigoes de enunciar alguns resultados relativos ao espaco
polinomial e de apresentar eshocos das respectivas demonstracoes.

Proposicao 1 Os funcionais da classe PS PACEE(I)’b, ue $ao funcoes, SaGo precisa-
q ¢
mente as func¢oes de PSPACE.

Dem. Sem perda de generalidade, vamos considerar que existem apenas duas
fitas de ordculo, uma para 1¢ ordem e outra para 2* ordem.

Se f € PSPACE entao existe M, uma méquina de Turing determinista,
que computa f em espago polinomial.

M pode ser encarada como uma m#quina de Turing nas condicoes da definicao
anterior, em que as fitas de 2° ordem ficam em branco, e o ordculo nunca é chamado
a intervir.

Logo f € PSPACE*".

Seja f € PSPACE®Y" uma funcio.

Entao existe M,;, uma médquina de Turing determinista que trabalha em espago
polinomial e recorre a ordculo Q(x, F*) em Zé’b e que, quando o input é w, o output
é f(w).

Seja My uma madaquina de Turing determinista, sem fitas de 2* ordem, que
iniciamos em w e que vai operando os mesmos passos que M;, excepto quando em
M; se escrevem simbolos na fita de ordculo de 1* ordem, em M, escrevem-se numa
fita de trabalho e quando em M; se escrevem simbolos na 2% fita de ordculo (fita de
2¢ ordem), em M, nao se faz nada.

Vejamos que fazer quando em M; se consulta o ordculo pela primeira vez.

Se Q(z, F*) € Z(l)’b é um ordculo de 1* ordem, i.e. F° nao intervém, como a
féormula é limitada, é decidivel em espaco polinomial, logo em M, basta introduzir os
passos que decidem Q(z).

Se F* ocorre em Q(z, F'*) suponhamos, sem perda de generalidade, que Q(z, F*°)
é da forma (3z; < 61(2))(Vze X t2(2)) r(z, 21, 22) € F*.

Vejamos que existe uma maquina de Turing alternada, trabalhando em tempo
polinomial, que, com input z, aceita Q(x, F*°).

Comegamos por computar ¢; e t2, o que pode ser feito em PSPACE.

Como nas méaquinas de Turing alternadas existem estados existenciais e es-
tados universais, é facil convencermo-nos que se conseguirmos decidir » € F*° em
PSPACE (que como sabemos é equivalente a tempo polinomial em méquinas de
Turing alternadas), temos uma méquina de Turing alternada que aceita Q(z, F**) em
tempo polinomial.

A partir de x, 2, e 22, podemos computar r em PSPACE.

Para decidir 7 € F* pensamos numa méquina iniciada em w, que opera como
M;, mas em que, sempre que em M; se escreve um elemento na 1° fita de ordculo,
nesta nova maquina escrevemo-lo numa fita de trabalho e sempre que em M; se escreve
um elemento na 2% fita de ordculo, nesta nova maquina colocamos em notacao bindria
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o nimero de elementos que ji deveriam ter sido escritos na 2° fita de ordculo em M;.
Quando esse nimero for r, 1é-se o préximo elemento a ser colocado na fita de ordculo
de 2* ordem de M,. Se for 0 temos que r ¢ F*, se for 1 temos que r € F*. Logo
r € F* decide-se em PSPACE.

. Q(z, F?®) & aceite, a partir de z, por uma méquina de Turing alternada
operando em tempo polinomial, logo é decidivel em PSPACE.

Assim, em M; introduzimos os passos que permitem decidir Q(z, F*).

Repetindo o processo sempre que em M, se consulta o ordculo, temos que Ms
é uma médquina de Turing que computa f em espago polinomial.

..f € PSPACE. =

Corolédrio 1 Seja ¢ um funcional da classe PS PACE®S" sem inputs de 2* ordem e
com um unico output, que é de 2* ordem.

Entao a funcdo
_ |1 se i€o(T)
Pl,1) = { 0 se 1¢¢(T)
estdi em PSPACE.

Dem. Seja M’ a méiquina que computa ¢ em espago polinomial, recorrendo
a ordculo em E(l)’b, i.e. quando nas fitas de input de M’ colocamos Z, a méquina
trabalhando em espaco polinomial, usando fitas de ordculo de 1¢ e 2% ordem, coloca
na fita de output (de 2¢ ordem) ¢(Z).

Seja M uma méquina com mais uma fita de input de 1¢ ordem do que M’ e
com uma, tnica fita de output de 1* ordem, que quando iniciada com Z, ¢ vai realizar
os mesmos passos que M’ (quando iniciada em Z), mas em vez de colocar ¢(Z) na fita
de output, coloca-o numa fita de ordculo de 2* ordem e coloca i numa fita de ordculo
de 1* ordem. Em seguida, vai perguntar ao ordculo se ¢ € ¢(Z). Se a resposta for
Sim, coloca 1 na fita de output (de 1* ordem). Se a resposta for Nao, coloca 0 na fita
de output (de 1* ordem).

Temos que ¢(Z,1) € PSPACE®".

Como ¢(Z,1) é uma fungao, sabemos pela proposicao anterior que ¢(Z, 1) estd
em PSPACE. m

Proposicao 2 A composicao de funcionais de PSPAC’EEé’b ainda é um funcional

de PSPACES".

Dem. Sejam F, G € PSPACE®". Vejamos que F oG € PSPACE®".

Suponhamos que F é computével por uma mdquina M’, que trabalha em
espago polinomial, com ordculo em Zé’b, ¢ que G ¢ computdvel por uma mdquina M”,
que também trabalha em espaco polinomial, com ordculo em Zé’b.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que quer em M’ quer em M” sé
existem duas fitas de input, uma de 1° ordem e outra de 2% ordem e duas fitas de
output, uma de 1* ordem e outra de 2° ordem.

















































































































































































