
Corretion de l'exerie 2.8 () et (d)

Énoné

À l'aide des développements en séries entières des fontions lassiques, aluler les développe-

ments en séries entières en 0 des fontions suivantes :

1.

1
√
1− x2

.

2. arcsinx.

Corrigé

1. On herhe le développement en série entière de la fontion :

1
√
1− x2

.

Or le développement en série entière de (1 + x)α pour α ∈ R s'érit sous la forme :

(1 + x)α = 1 +

∞
∑

n=1

α(α − 1)× . . .× (α− n+ 1)

n!
xn.

Don :

1
√
1− x2

= (1− x2)−1/2,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!

(

−
1

2
×

(

−
1

2
− 1

)

× . . .×

(

−
1

2
− n+ 1

))

(−x2)n,

= 1 +
∞
∑

n=1

1

n!

(

−
1

2

)(

−
3

2

)

× . . .×

(

−
2n− 1

2

)

(−1)nx2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!

(−1)× (−3)× . . .× (−(2n− 1))

2× 2× . . .× 2
(−1)nx2n,

= 1 +
∞
∑

n=1

1

n!
(−1)n

1× 3× . . .× (2n− 1)

2n
(−1)nx2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!

1× 3× . . .× (2n− 1)

2n
x2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!2n
1× 2× 3× 4× . . .× 2n

2× 4× 6× . . .× 2n
x2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!2n
(2n)!

2× 1× 2× 2× 2× 3× . . .× 2× n
x2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!2n
(2n)!

2nn!
x2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

(2n)!

(2nn!)2
x2n,

=

∞
∑

n=0

(2n)!

(2nn!)
2
x2n.
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Don le développement en série entière de la fontion en 0 est :

1
√
1− x2

=

∞
∑

n=0

(2n)!

(2nn!)
2
x2n.

2. On herhe le développement en série entière de la fontion :

arcsinx.

Dérivons ette fontion :

(arcsinx)′ =
1

√
1− x2

.

Par onséquent, il su�t d'intégrer le développement limité préédent pour obtenir le développe-

ment limité de la fontion arcsin.
Intégrons entre 0 et z, le développement limité préédent :

∫ z

0

1
√
1− x2

dx =

∫ z

0

(

∞
∑

n=0

(2n)!

(2nn!)
2
x2n

)

dx,

[arcsinx]
z
0
=

∞
∑

n=0

(2n)!

(2nn!)
2

∫ z

0

x2ndx,

arcsin z − arcsin 0 =

∞
∑

n=0

(2n)!

(2nn!)
2

[

x2n+1

2n+ 1

]z

0

,

arcsin z =

∞
∑

n=0

(2n)!

(2nn!)
2

z2n+1

2n+ 1
,

arcsin z =

∞
∑

n=0

(2n)!

(2nn!)2 (2n+ 1)
z2n+1,

arcsin z =

∞
∑

n=0

(2n+ 1)!

(2nn!(2n+ 1))
2
z2n+1.

Par onséquent, le développement limité de la fontion arcsin est :

arcsinx =

∞
∑

n=0

(2n+ 1)!

(2nn!(2n+ 1))
2
x2n+1.
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