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Exer
i
e 1

1. Déterminer la limite suivante, en e�e
tuant un développement limité :

lim
x−→0

ex − e−x − 2x

x2
.

2. Donner un développement limité à l'ordre 3 en 0 de f(x) dans les 
as suivants :

(a) f(x) = ln(2 + sin(2x)) ;

(b) f(x) =
√

3 +
√
1 + 8x2

.

Exer
i
e 2

Soit E un K-espa
e ve
toriel. Soient p, q deux proje
teurs de E.

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) p+ q est un proje
teur ;

(b) p ◦ q = −q ◦ p ;
(
) p ◦ q = q ◦ p = 0.

2. On suppose que p+ q est un proje
teur. Montrer que :

ker(p+ q) = ker p ∩ ker q et Im(p+ q) = Im p⊕ Im q.

Exer
i
e 3

Soit E un K-espa
e ve
toriel. On 
onsidère deux systèmes de ve
teurs S = (u1, u2, . . . , un) et

S′ = (u1, u2, . . . , up) extrait de S.

En utilisant le théorème de la base in
omplète, montrer que si rg(S) = r alors rg(S′) ≥ r + p− n.
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Exer
i
e 1

1. Déterminer la limite suivante, en e�e
tuant un développement limité :

lim
x−→0

| tanx|x.

2. Donner un développement limité à l'ordre 3 en 0 de f(x) dans les 
as suivants :

(a) f(x) =
√

1 + 3 cos(4x) ;

(b) f(x) = arctan(e2x).

Exer
i
e 2

Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension 2. Soient u, v ∈ L(E) tels que rg(u) = rg(v) = 1 et

u+ v = idE .

1. Montrer que Imu⊕ Im v = E.

2. Montrer que u et v sont des proje
teurs de E.

Exer
i
e 3

Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension n ave
 n ∈ N
∗
. Soient u, v ∈ L(E).

1. Montrer que :

(a) rg(u ◦ v) = rg v − dim(Im v ∩ keru) ;

(b) rg(u ◦ v) = rgu− dimE + dim(Im v + keru).

2. En déduire que :

rgu+ rg v − dimE ≤ rg(u ◦ v) ≤ inf(rgu, rgv).
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Exer
i
e 1

1. Déterminer la limite suivante, en e�e
tuant un développement limité :

lim
x−→0

ex −
√
1 + 2x

x2
.

2. Donner un développement limité à l'ordre 3 en 0 de f(x) dans les 
as suivants :

(a) f(x) = ecos(2x) ;

(b) f(x) = arctan
x+ 1

3x+ 1
.

Exer
i
e 2

Soit f : Rd −→ R
d
dé�nie pour u = (x1, . . . , xd) ∈ R

d
par f(u) = (x1, x1+x2, . . . , x1+x2+. . .+xd).

1. Montrer que f est un endomorphisme inje
tif de R
d
.

2. Résoudre f(u) = v et en déduire que f est bije
tive. Exprimer f−1(v).

3. Déterminer ker(f − id).

Exer
i
e 3

Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension (p+1)n ave
 n, p ∈ N
∗
et p ≥ 2. Soit f ∈ L(E) telle

que f3 = 0 et rgf = pn.

Montrer que rg(f2) = n.
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