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Exer
i
e 1

1. Soit h une fon
tion dé�nie sur R
∗
par h(x) = cos

(

1

x

)

. Montrer que h n'a pas de limite en

0 en 
onsidérant la suite un =
1

nπ
.

2. Montrer que la fon
tion dé�nie sur R par :

f(x) =











x3 sin

(

1

x

)

si x 6= 0 ;

0 sinon.

est dérivable sur R.

Cal
uler f ′(x) et montrer que f ′
n'est pas dérivable en 0.

Montrer que f admet un développement limité à l'ordre 2 en 0.

Exer
i
e 2

1. Soit n ∈ N
∗
, montrer que l'équation xnex = 1 possède une unique solution positive notée xn.

2. Véri�er que xn = e−xn/n
. En déduire la limite de xn quand n −→ +∞.

3. Étudier la 
onvergen
e de la suite (yn)n dé�nie par : yn = n(xn − 1).

Exer
i
e 3

1. Montrer que la fon
tion f dé�nie par f(x) = arctan(x)+ arctan

(

1

x

)

est dérivable sur R
∗
et

impaire.

2. Cal
uler f ′(x) et en déduire la valeur de f sur R
∗

+ et R
∗

−
.
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Exer
i
e 1

1. Cal
uler la fon
tion dérivée de f : x 7−→ e−x

(

1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . .+

xn

n!

)

.

2. Pour tout n ∈ N
∗
, on pose :

un = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . .+

xn

n!
.

Montrer que un − e ∈
]

− 1

n!
, 0

[

.

3. En déduire la valeur de :

∞
∑

k=0

1

k!
.

Exer
i
e 2

Soit f une fon
tion de 
lasse C2
sur R. On suppose que f et f ′′

sont bornées sur R. On note

pour i ∈ {0, 2} :

Mi = sup
t∈R

|f (i)(t)|.

1. En appliquant l'inégalité de Taylor sur le segment [x, x+1] pour x ∈ R quel
onque, montrer

que f ′
est bornée. On note :

M1 = sup
t∈R

|f ′(t)|.

2. (a) En pro
édant de même sur tout segment [x, x + h] ave
 h > 0, montrer que pour tout

h > 0 :

M1 ≤ 2M0

h
+

hM2

2
.

(b) En déduire que M2
1 ≤ 4M0M2.

Exer
i
e 3

Soit f la fon
tion dé�nie par pour tout x ∈ R
∗
,

f(x) =
x2e−x

1− e−2x
et f(0) = 0.

Montrer que f est de 
lasse C1
sur R.
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Exer
i
e 1

Soit m ∈ N
∗
. On pose f(x) = (ex − 1)m.

1. Montrer que f(x) = xm + o(xm).

2. Développer (ex − 1)m à l'aide de la formule du bin�me du Newton, puis obtenir ainsi une

nouvelle expression du développement limité à l'ordre m à l'origine de la fon
tion f .

3. En déduire que :

m
∑

k=1

(−1)m−k

(

m

k

)

kj =

{

0 si 1 ≤ j ≤ m− 1 ;

m! si j = m.

Exer
i
e 2

On 
onsidère le polyn�me P dé�ni par : P (x) = x3 − 3x2 − 2x+ 2.

1. Montrer que P (x) = (x + 1)(x− 2 +
√
2)(x − 2−

√
2) et en déduire le signe de P sur R.

2. On 
onsidère la fon
tion dé�nie par f(x) = ex− x3

6
+

x

3
. Montrer que f atteint un minimum

absolu en un point α < −1. Exprimer eα en fon
tion de α2
, puis en déduire f(α) en fon
tion

de P (α).

3. Montrer que pour tout x ∈ R, ex ≥ x3

6
− x

3
.

Exer
i
e 3

Soit f une fon
tion dé�nie sur R par :

f(x) =

{

x+ 2 ∀x ∈ R+,

ex + 1 ∀x ∈ R
∗

−
.

Montrer que f est de 
lasse C1
sur R et n'est pas de 
lasse C2

sur R.
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