ECS 1 Kholle 15, type concours 20122013

Les exercices sont a traiter dans ['ordre.

Exercice 1 Question de cours

Enoncer le théoréme de la bijection.

Exercice 2

Soit ¢ la fonction définie sur R par :
o= [ v

1. (a) Montrer que ¢ est une bijection de classe C* de R dans ]0, v/27].
On rappelle que :

/e‘t2/2dt —2r.
R

(b) On note 1 la bijection réciproque de ¢. Dresser son tableau de variations.

2. Soit = € R.
(a) Montrer que ¢(x)+¢(—x) = /2. En déduire que pour tout y €]0, v27[: =1 (y) = (v 27—y).
(b) Montrer que pour tout z € R_, on a :

(pour la minoration, on écrira, pour B < x :

/67“2/2du:/ lu(f“Z/Qdu,
B B U

avant de procéder a une intégration par parties).

(c) En déduire un équivalent de ¢(z) lorsque © — —oo, puis un équivalent de V2w — ¢(x)
lorsque x — +o0.

3. Soit € R_. On pose z = ¥(y).
(a) Dans quel intervalle se trouve y ?
(b) Montrer que :

_Y)P

5~ In |[¢(y)| + In (1 — Yy

2

) <y < -9 _np).

1
Y(y)?

(c) En déduire un équivalent de ¢(y) lorsque y tend vers 0 par valeur supérieure.
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ECS 1 Kholle 15, type concours 20122013

Les exercices sont a traiter dans ['ordre.

Exercice 1 Question de cours

Que peut-on dire d’une suite monotone et bornée ?

Exercice 2

On considére les deux suites réelles (uy,)nen €t (v )nen définies par le premier terme ug et par
les relations de récurrences suivantes :
24+ Jup 2 —/un

Vn € N, Un+4+1 = et Un4+1 =

2 2
1. A quelle condition portant sur la valeur de ug, les deux suites (u,)nen et (vn)nen sont-elles
bien définies ?
Dans toute la suite, on supposera cette condition réalisée.
2. Montrer que pour tout n € N*, u2 +v2 = 1.
3. Montrer que les suites (u,)nen €t (v )nen sont monotones et bornées.
4. (a) En déduire la convergence de ces deux suites. On note « la limite de (u,) et 5 celle de

vy Exprimer 8 en fonction de « et montrer que :

V2
7<O&<1.

(b) Montrer que « est I'unique point fixe de ’application f: ¢t —

V2 4+t V2

——— sur |—,1].
2 2

(c) Déterminer selon la position de ug par rapport & « le sens de variation de chacune des

suites (up)n €t (Up)n.
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ECS 1 Kholle 15, type concours 20122013

Les exercices sont a traiter dans ['ordre.

Exercice 1 Question de cours

Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.

Exercice 2

1. On considére une fonction g positive, décroissante et de classe C'! sur un intervalle I = [a,b] C R
et f une fonction continue sur I.

(a) Justifier existence des bornes suivantes :
m = inf{F(t);t € [a,b]} et M =sup{F(t);t € [a,b]},

ot F(t) = [ f(a)dz.
(b) Montrer qu’on a :

b b
[ t@gade = g0)F®) - [ g @@
(¢) En déduire que :
b
my(a) < [ f()g(a)ds < Mg(a).
(d) On suppose que g(a) # 0. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que :

b c
/ f(@)g(@)de = g(a)F(e) = g(a) / F()de.

2. On considére la fonction ¢ sur R} en posant :

+oo ;
o(a) = / ST —angy,
0

X

1—e 9t
(a) Soit a € Ry et soit h la fonction définie sur R* en posant h(t) = — Montrer

qu’elle est prolongeable en une fonction de classe C! sur R, .

(b) Soit x € R4. Soit A > 0. Montrer qu'il existe ¢ € [0, A] tel que :
A —tx
1 —
/ % sintdt = z(1 — cosc).
0

Prouver que la fonction ¢ est continue en 0.
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