Théoreme de Cauchy-Lipschitz global

Référence : | | p.180-184.

On munit R™ d’une norme |.||.

Théoréme 0.1 (de Cauchy-Lipschitz global) Soit I un intervalle de R. Soit f : IXR™ — R™
une application continue et globalement lipschitzienne en y, ie VK compact inclus dans I, il eziste
une constante k > 0 telle que Vt € K et Vy,z € R™ :

£t y) — £t 2)| < Klly — 2|

On considére le systeme différentiel :

y(to) =z

{y’ = f(t,y)

avec tg € I et © € R™ donnés.
Alors ce systéeme admet une solution unique t — y(t) qui est définie sur I tout entier.

Démonstration

Cas 1 : on suppose I compact.
On note E V’espace des fonctions ¢t — y(t) continue de I dans R™. Pour y € E' et t € I, on définit :

Fy)(t) = + / f(s,y(s))ds

~> Montrons que le systéme différentiel équivaut & y € E et F(y) = y.
e Dire que y est solution du systéme différentiel sur I'intervalle compact I signifie que ¢ — y(t)
est une fonction dérivable sur I (donc continue) et que :

y'(t) = f(t,y(t)) pourtouttelet y(ty) ==

Comme f est continue, cela entraine que y’ est continue, d’ott en utilisant le théoréme fondamental
de l'intégration :

/t: y'(s)ds = y(t) —x = /t: £(s,y(s))ds

D’ou : .

y(t) =x+ [ f(s,y(s))ds = F(y)(t)

to

e Réciproquement, si y est continue sur I et vérifie ’équation intégrale (ie F(y) = y), alors y est
dérivable sur I et solution du systéme différentiel (en dérivant I’équation intégrale).
e Le probléme équivaut donc a la recherche d’un point fixe y € E de ’application F.

~» Soit k la constante de Lipschitz associée a l'intervalle compact K = I. Soit [ la longueur
de I. On munit E de la norme :

—klt—
lyllx = max(e= = l|jy(6)]))

Montrons que les hypothéses du théoréme de point fixe sont vérifiées pour F et E.
e Montrons que E est complet pour ||.|x.
Soit ||ylleo = maxser ||y(t)]| la norme classique sur E. On a pour tout ¢t € [ :

e Myl < e ey < ly @)



Donc en passant au sup pour t € I, on obtient :

e lyllse < Nyl < llylls

ce qui nous donne I'équivalence des normes ||.||s et ||.||x. Comme 'espace E est complet pour la
norme |||l alors il est également complet pour la norme ||.||-

e Montrons que F' va de F dans F.

Soit y € F, ie y est continue. On a pour tout t € I :

Fy)(t) = + / F(s,y(s))ds

Alors par continuité de f, on obtient la continuité de F. D’ou F(y) € E.
e Montrons que F' est contractante.
Soient y,z € E, soit t € [ et t > tg, on a :

D’ou :
e FITO F(y)(t) — F(2)(t)]] < e F0H0) t [f(s,y(s)) — f(s,2(s))llds

t
<M [ lyls) - 2(s)ds

to

t
< efk(tfto)/ keF(smto)e=k(s=t0) ||y () — z(s) | ds

< )
t
) / ket (=t0) dsly — 2]

to

t
= e klt=to) pe=kto / e dslly — 2|k
to
t

ks
oM [—} ly = =l
k t
0
= MM — M)y — 2l
= (1— e KOy 2],

Pour tout t € I et t < tg, on obtient de la méme fagon, en prenant soin d’écrire ftt” a la place de
ftto, la majoration :

M| F(y)(8) — F(2)(B)]| < (1= X7 |y — 2|l
Donc pour tout t € I, on a :
e Ml E(y) () = F(2)()] < (1= e M h)ly — 2|,
D’oil en passant au max sur [ :
IF(y) = F(2)[lx < (1= e M)y — 2

e Ainsi F est contractante, va de E dans E, sur E munit de la norme ||.||; qui est complet, donc
d’apreés le théoréme du point fixe, le probléme posé admet une solution unique.

Cas 2 : I est un intervalle quelconque.
~> Un intervalle quelconque I peut s’écrire sous la forme d’une réunion croissante d’intervalles
compacts contenant tg, ie :

I:UIj avec I()CllC...CIjC...

J



(en effet si I =]a, b[, on peut écrire I = Uy[a — 1/n,b+ 1/n)).
~+ Soit y; la solution (donnée par ’étape précédente) du probléme sur I; :

y;=1(t.y;) pourteljet y;to) =2

Si y(t) est une solution du probléme sur I :

y' = f(t,y) pourtelet y(ty) ==

alors la restriction de y & I; coincide nécessairement avec y; par I'unicité sur ;.
~ Inversement les y; se raccordent. La fonction définie par :

y(t) = y;(t) pour tout j tel que t € I;

est bien définie (encore grace a 'unicité sur I;) et donne une solution sur I.
~~ Le probléme sur un intervalle quelconque I admet donc une solution unique définie sur I tout
entier.

Lemmes utilisés

Théoréme 0.2 (du point fixe) Soit X un espace métrique complet (non vide). Soit d la distance
sur X. Soit F' une application de X dans X. On suppose que F est contractante, ie il ezxiste une
constante k > 0 et inférieure stricte a 1 telle que pour tous x,y € X :

d(F(x), F'(y)) < kd(z,y)

Alors il existe un unique point a € X tel que F(a) = a (point fize de F). De plus, ce point
peut s’obtenir comme limite de la suite (x,,), des itérés, définie par récurrence & partir d’un point
quelconque xg € X selon xp41 = F(xy,). On a plus précisément :

k’n

d ny S
(Tn,a) T %

d(zo, 1)

Démonstration Pourn > 1,on a:
d(Xp, Tpt1) = d(F(xn-1), F(zn)) < kd(xn-1,2n)
Par récurrence sur n, on a donc :
d(xpt1,zn) < k"d(zg, 1)

Et d’aprés I'inégalité triangulaire sur la distance, on a pour n > 0et p > 1 :

n

d(@p, Tntp) < (K" + K"+ o+ BV d (20, 21) < —

d(zo, 1)

On a donc d(xy, Tn+p) < € pour n assez grand et p > 1; ce qui signifie que (z,,) est une suite de
Cauchy de X, qui converge vers un point a puisque X est complet.
En faisant p — 400 dans 'inégalité ci-dessus, on obtient :

n

d(xn,a) < 7 kd(xo,wl)

Enfin, comme x,+1 = F(x,), alors en passant a la limite, on obtient (par continuité de F) que
a = F(a), donc a est un point fixe de F.
S’il y avait un autre point fixe b, on aurait :

d(a,b) = d(F(a), F(b)) < kd(a,b)

et k <1, dou d(a,b) =0,ie a=0b.
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