
Théorème de Rothstein-Trager

Référen
e : [SP99℄ p.153-155.

1 Travail préparatoire

Dé�nition 1.1 (Fra
tion rationnelle propre) Soit

P

Q
une fra
tion rationnelle de Q(X) telle

que pgcd(P,Q) = 1, Q n'est pas réduit à 1, est unitaire et que deg(P ) < deg(Q). Une telle fra
tion

rationnelle est dite propre.

Remarque : On peut toujours se ramener à 
ette situation, quitte à e�e
tuer une division de P

par Q et un 
al
ul de pgcd.

But : On souhaite déterminer une primitive de

P

Q
.

Remarque : Si α1, . . . , αd désignent les ra
ines distin
tes de Q dans C, on sait qu'une primitive

s'é
rit alors sous la forme :

∫
P

Q
=

G

Q
+ c1 log(X − α1) + . . .+ cd log(X − αd)

où G ∈ Q[X ] et où les ci ∈ C.

Dé�nition 1.2 (log d'un polyn�me) Soit R ∈ Q[X ], on désigne par log(R) un élément d'une

extension de Q(X) dont la dérivée vaut

R′

R
.

Remarque : Ave
 
ette dé�nition du logarithme, on a toujours la propriété :

log(UV ) = log(U) + log(V )

Remarque : Cette dé�nition doit être prise "formellement". La 
onstru
tion et le 
al
ul de 
es

fon
tions logarithme en un point parti
ulier ne nous 
on
ernent pas i
i mais seulement leurs pro-

priétés de dérivation sus-mentionnées qui les 
ara
térisent.

Pour en revenir à notre problème, il su�t a priori de dé
omposer le dénominateur en fa
teurs

du premier degré dans C puis d'utiliser l'é
riture en somme d'éléments simples. Cependant, on

remarque que 
ette dé
omposition de Q en fa
teurs du premier degré n'est pas indispensable, par

exemple :

∫
X

X2 − 3
dX =

∫
dX

2(X −
√
3)

+

∫
dX

2(X +
√
3)

=
1

2
log(X−

√
3)+

1

2
log(X+

√
3) =

1

2
log(X2−3)

On voit don
 que l'introdu
tion de

√
3 lors des 
al
uls s'est résorbée au moment d'é
rire le résultat

�nal de sorte que l'on peut se demander si 
ette situation est fréquente et si l'on pourrait, dans


e type de situation, se passer 
omplètement de la fa
torisation du dénominateur en fa
teurs du

premier degré. C'est l'objet des résultats qui suivent.
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Proposition 1.1 (Dé
omposition sans fa
teur 
arré d'un polyn�me) Pour tout Q ∈ Q[X ],
il existe Q1, . . . , Qr ∈ Q[X ] premiers entre eux deux à deux et n'ayant que des ra
ines simples tels

que :

Q = Q1Q
2

2
. . .Qr

r

C'est 
e qu'on appelle la dé
omposition de Q sans fa
teur 
arré.

Grâ
e à 
ette dé
omposition, on peut é
rire notre fra
tion rationnelle sous la forme :

P

Q
= G0 +

G1,1

Q1

+
G2,1

Q2

+
G2,2

Q2

2

+
G3,1

Q3

+ . . .+
Gr,r

Qr
r

où les polyn�mes Gi,j sont à 
oe�
ients rationnels et tels que deg(Gi,j) < deg(Qi).

On est don
 ramené à des 
al
uls de primitive de la forme

u

vn
où v est sans fa
teur 
arré et premier

ave
 u et n ≥ 0.
Lorsque n ≥ 2, on peut exprimer

∫
u
vn

en fon
tion de

∫
u

vn−1 par des méthodes élémentaires. En

e�et, 
omme v est sans fa
teur 
arré, il est premier ave
 sa dérivée et il existe deux polyn�mes c

et d de Q[X ] tels que cu+ dv′ = 1, polyn�mes qu'on obtient via l'algorithme d'Eu
lide étendu. On

peut don
 é
rire pour n ≥ 2 :

∫
u

vn
=

∫
ucv + udv′

vn
=

cu

vn−1
+

∫
udv′

vn

=

∫
cu

vn−1
− ud

(n− 1)vn−1
+

∫
(ud)′

(n− 1)vn−1
via une intégration par parties ;

= − ud

(n− 1)vn−1
+

1

n− 1

∫
(n− 1)cu+ (ud)′

vn−1
en rassemblant les termes.

De pro
he en pro
he, on voit don
 qu'on pourra é
rire :

∫
P

Q
=

U

V
+

∫
P1

Q1

+

∫
P2

Q2

+ . . .+

∫
Pr

Qr

ave


U

V
∈ Q(X).

En regroupant les intégrales qu'ils nous restent à évaluer, on obtient :

∫
P

Q
=

U

V
+

∫
P̃

Q1 . . . Qr

Le numérateur de la partie à intégrer peut être rendu de degré plus petit que le dénominateur en

e�e
tuant une division eu
lidienne et la fra
tion pourra être réduite, de sorte que nous sommes

ramenés au problème suivant : 
al
uler

∫
P
Q

ave
 P,Q ∈ Q[X ], pgcd(P,Q) = 1, deg(P ) < deg(Q)
et Q sans fa
teur 
arré unitaire.

2 Le théorème de Rothstein-Trager

Théorème 2.1 (Rothstein-Trager) Soient P,Q ∈ Q[X ] tels que pgcd(P,Q) = 1, deg(P ) < deg(Q)
et Q sans fa
teur 
arré unitaire. Soit K une extension de Q (au sens où Q ⊂ K ⊂ C) dans laquelle

on peut é
rire :

∫
P

Q
=

n∑

i=1

ci log(Pi) (1)

où les ci sont des 
onstantes non nulles de K qu'on suppose di�érentes (sinon on regroupe les log)
et où les Pi sont des polyn�mes unitaires non 
onstants, sans fa
teur 
arré et premiers entre eux

deux à deux dans K[X ].
Alors les ci sont les ra
ines distin
tes du polyn�me :

R(Y ) = ResX(P − Y Q′, Q) ∈ K[Y ]

et pour tout 1 ≤ i ≤ n, Pi = pgcd(P − ciQ
′, Q).
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Démonstration

Étape 1 Qui divise qui ?

On pose pour tout 1 ≤ i ≤ n :

Ui =

∏n

j=1
Pj

Pi

Si on dérive la relation (1), on obtient :

P

Q
=

n∑

i=1

ci
P ′

i

Pi

D'où :

P ×
n∏

i=1

Pi = Q×
n∑

i=1

ci
P ′

i

Pi

×
n∏

i=1

Pi = Q×
n∑

i=1

ciP
′

iUi

On en déduit que Q divise

∏n

i=1
Pi dans K[X ] d'après le théorème de Bézout et que Pi divise∑n

i=1
ciQP ′

iUi.

Mais, 
omme par dé�nition, Pi divise déjà tous les Uj pour j 6= i, alors Pi divise ciQP ′

iUi.

Or on sait que Pi est sans fa
teur 
arré, par suite, pgcd(Pi, P
′

i ) = 1 ; de plus Pi est aussi premier

ave
 tous les Pj pour j 6= i, par suite Pi est premier ave
 Ui ; don
 d'après le théorème de Bézout,

pour tout 1 ≤ i ≤ n, Pi divise Q.

Or les Pi sont premiers entre eux, don
 on a :

n∏

i=1

Pi|Q

On s'aperçoit don
 que 
es deux polyn�mes se divisent mutuellement l'un l'autre dans K[X ] et
sont don
 asso
iés (ie ne di�èrent que d'un fa
teur 
onstant près).

Or ils sont tous les deux unitaires, don
 ils sont égaux. On a alors :

Q =

n∏

i=1

Pi et P =

n∑

i=1

ciP
′

iUi

Étape 2 Montrons que pour tout 1 ≤ i ≤ n, Pi divise P − ciQ
′
.

Comme :

Q =
n∏

i=1

Pi

On a :

Q′ =
n∑

i=1

P ′

iUi

Et par suite :

P − ciQ
′ =

n∑

j=1

cjP
′

jUj −
n∑

j=1

ciP
′

jUj =

n∑

j=1

(cj − ci)P
′

jUj

Et dans 
ette dernière égalité, le terme d'indi
e j = i s'annule et pour tous les autres indi
es j, Pi

divise Uj , de sorte que Pi divise bien P − ciQ
′
.

Étape 3 Montrons que Pi = pgcd(P − ciQ
′, Q).

On a :

pgcd(P − ciQ
′, Q) = pgcd(P − ciQ

′,

n∏

j=1

Pj) =

n∏

j=1

pgcd(P − ciQ
′, Pj)


ar les Pj sont premiers entre eux deux à deux.

Or :

pgcd(P − ciQ
′, Pj) = pgcd(

n∑

k=1

(ck − ci)P
′

kUk, Pj) = pgcd((cj − ci)P
′

jUj, Pj) = 1

3




ar pgcd(Pj , P
′

j) = 1 (Pj étant sans fa
teur 
arré) et pgcd(Uj , Pj) = 1, ci étant distin
t de cj par

dé�nition.

D'où :

pgcd(P − ciQ
′, Q) = pgcd(P − ciQ

′, Pi) = Pi

puisque nous avons vu que Pi divise P − ciQ
′
.

Le 
oe�
ient ci est don
 tel que les polyn�mes P − ciQ
′
et Q ont un pg
d non trivial et on a ainsi

ResX(P − ciQ
′, Q) = 0 ; 
e qui montre bien que les 
oe�
ients ci sont des ra
ines distin
tes du

polyn�me R(Y ) = ResX(P − Y Q′, Q).

Étape 4 La ré
iproque.

Soit c une ra
ine de R dans une extension K̂ de K et supposons qu'elle n'apparaisse pas parmi les

ci de la relation (1).

Alors pgcd(P − cQ′, Q) = S ∈ K̂[X ] est un polyn�me de degré non nul.

Si T désigne un fa
teur irrédu
tible de S, T divise à la fois P − cQ′
et Q.

Comme Q =
∏n

i=1
Pi et que les Pi sont premiers entre eux, alors T divise un seul des Pi, notons-le

Pi0 .

Comme P − cQ′ =
∑n

j=1
(cj − c)P ′

jUj et T divise Pi0 , et don
 tous les Uj pour j 6= i0 et qu'il divise

aussi P − cQ′
, alors :

T |(ci0 − c)P ′

i0
Ui0

Le polyn�me T ne divise pas Ui0 
ar il est fa
teur de Pi0 . Comme ci0 6= c, il en dé
oule que T

divise P ′

i0
et ainsi Pi0 ne sera pas sans fa
teur 
arré, 
e qui 
ontredit l'hypothèse.

Remarque : Si on reprend l'exemple vu pré
édemment, on a :

R(Y ) = ResX(X − 2Y X,X2 − 3) = −3(1− 2Y )2

Don
 Y =
1

2
est la seule ra
ine de R d'ordre 2, la primitive re
her
hée s'é
rira alors sous la forme

(1) ave
 une somme réduite à un élément. Le polyn�me 
orrespondant vaut :

P = pgcd(X − 1

2
2X,X2 − 3) = X2 − 3

et on retrouve le résultat. On remarque qu'i
i la ra
ine de R est dans Q et qu'on n'a pas besoin

de 
onsidérer une extension de Q.
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