
Dual de Mn(K) et appli
ations

Référen
e : [FGN07℄ p.329-331.

Théorème 0.1 1. On a un isomorphisme entre Mn(K) et son dual.

2. Soit f : Mn(K) −→ K une forme linéaire telle que ∀X,Y ∈ Mn(K), f(XY ) = f(Y X). Alors
∃λ ∈ K tel que ∀X ∈ Mn(K), f(X) = λtr(X).

3. ∀n ≥ 2, tout hyperplan de Mn(K) ren
ontre GLn(K).

Démonstration

Étape 1 : premier point On note (Eij)1≤i,j≤n la base 
anonique de Mn(K) et on rappelle

que ∀1 ≤ i, j, k, l ≤ n, EijEkl = δjkEil (se démontre en exprimant les 
oe�
ients du produit

EijEkl).

Soit :

fA : Mn(K) −→ K

X 7−→ tr(AX)

Soit :

f : Mn(K) −→ Mn(K)∗

A −→ fA

Montrons que f est un isomorphisme.

� f est linéaire : soient X,A,B ∈ Mn(K), soit λ ∈ K :

fλA+B(X) = tr((λA +B)X) = λtr(AX) + tr(BX) = λfA(X) + fB(X)

Don
 fλA+B(.) = λfA(.) + fB(.), ie f(λA+B) = λf(A) + f(B).
� Comme dimMn(K) = dimMn(K)∗, il su�t de prouver l'inje
tivité de f .

Soit A = (aij) telle que fA = 0. Alors ∀X ∈ Mn(K), fA(X) = 0, don
 ∀1 ≤ i0, j0 ≤ n :

tr(AEi0j0) = 0 = tr(
∑

1≤i,j≤n

aijEijEi0j0) = tr(

n
∑

i=1

ai,i0Ei,i0Ei0j0) =

n
∑

i=1

ai,i0tr(Eij0 ) = aj0,i0

D'où A nulle 
ar (Eij) est une base de Mn(K).

Étape 2 : deuxième point Comme on a un isomorphisme entre Mn(K) et son dual

d'après la forme de 
et isomorphisme, on sait qu'il existe A ∈ Mn(K) telle que f = fA. Alors

∀X,Y ∈ Mn(K), tr(AXY ) = tr(AY X).
Comme tr(AY X) = tr(XAY ), alors tr((AX −XA)Y ) = 0, 
e
i étant valable pour tout Y , d'après

le point 1, on a don
 AX = XA.

Ainsi A 
ommute ave
 toutes les matri
es X ; il s'agit don
 d'une matri
e s
alaire (se démontre

en é
rivant AEij et EijA et on se rend 
ompte que les seuls 
oe�
ients non nuls sont 
eux sur la

diagonale).

D'où

f(X) = fA(X) = tr(AX) = tr(

n
∑

i=1

λxii) = tr(λ

n
∑

i=1

xii) = λtr(X)
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Étape 3 : troisième point Soit H un hyperplan de Mn(K). C'est don
 le noyau d'une

forme linéaire non nulle, d'après l'isomorphisme qu'on a 
onstruit, il existe don
 A ∈ Mn(K) non
nulle telle que ∀X ∈ Mn(K), f(X) = tr(AX).
Le problème se ramène don
 à montrer que il existe X ∈ GLn(K) telle que AX soit de tra
e nulle.

Notons r ≥ 1 le rang de A. Alors on sait qu'il existe P,Q ∈ GLn(K) telles que :

PAQ = Jr =

(

Ir 0
0 0

)

Alors si X ∈ Mn(K), tr(AX) = tr(PJrQX) = tr(JrQXP ).
Il su�t don
 de trouver une matri
e inversible Y telle que tr(JrY ) = 0 (on pose X = Q−1Y P−1

qui appartient bien à GLn(K) et à H).

La matri
e de permutation :

Y =











0 . . . 0 1
1 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 1 0












onvient 
ar JrY a sa diagonale nulle, don
 sa tra
e nulle !

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 Soit A ∈ Mn(K) de rang r, alors il exsite P,Q ∈ GLn(R) telles que A = PJrQ.

Démonstration On e�e
tue un algorithme du pivot de Gauss d'abord du 
�té droit de la

matri
e pour obtenir des 0 à droite et au-dessus de la diagonale de 1, puis on re
ommen
e 
et

algorithme du 
�té gau
he de la matri
e pour obtenir des 0 en dessous de la diagonale de 1 et en

bas.

Lemme 0.2 Soit E de dimension �nie n et {e1, . . . , en} une base de E. Considérons les formes

linéaires {θ1, . . . θn} dé�nies par :

θi(ek) = δik

Alors {θ1, . . . , θn} est une base de E∗
dite base duale de {e1, . . . , en}.

En parti
ulier, on a don
 dim(E) = dim(E∗).

Démonstration Remarquons qu'une forme linéaire ω est parfaitement déterminée si on 
on-

naît l'image des ve
teurs d'une base, 
ar d'après la linéarité de ω, on a :

ω(x) = ω

(

n
∑

i=1

xiei

)

=
n
∑

i=1

xiω(ei)

Don
 si on 
onnaît ω(e1), . . . , ω(en), ω est 
onnue en tout x.

En parti
ulier, la dé�nition 
i-dessus détermine parfaitement les θi. Plus pré
isément, si x =
∑n

i=1
xiei,

on a :

θi(x) =
n
∑

i=1

xiθi(ei) = xi

Don
 θi est l'appli
ation qui au ve
teur x asso
ie sa i-ème 
omposante dans la base {e1, . . . , en}.
Montrons que {θ1, . . . , θn} est une base de E∗

.

� Soient λ1, . . . , λn ∈ K tels que

∑n

i=1
λiθi = 0. Ce
i équivaut à dire que pour tout x ∈ E, on

a :

n
∑

i=1

λiθi(x) = 0

En parti
ulier, si x = ek pour 1 ≤ k ≤ n, on a :

n
∑

i=1

λiθi(ek) = λk = 0

D'où la liberté de la famille.
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� Cette famille est bien génératri
e 
ar ∀x ∈ E :

ω(x) =

n
∑

i=1

xiω(ei) =

n
∑

i=1

ω(ei)θi(x)

D'où le résultat.
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