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IntrodutionPrésentation du stageCe stage a été e�etué au Mathematial Institute de la ville d'Oxford au Royaume-Uni pendantune durée de deux mois, sous la diretion de Cornelia Drutu et dans le adre de la deuxième annéede magistère de l'Ens Cahan, antenne de Bretagne.Présentation du rapportDans e rapport, nous allons nous intéresser, omme le suggère le titre, aux marhes aléatoiressur les groupes disrets après Mikhail Gromov. En e�et, Mikhail Gromov a été l'un des premiersà s'intéresser aux marhes aléatoires sur les groupes et nous allons voir e qu'aujourd'hui nouspouvons en dire. Dans l'étude de es marhes aléatoires est introduite la notion de frontière et'est et objet géométrique qui va nous intéresser. En e�et, le but d'e�etuer une telle étude est depouvoir lassi�er les groupes selon si la frontière de marhes aléatoires sur eux-i est triviale ou non.Ainsi dans un premier hapitre, nous nous proposons d'étudier les marhes aléatoires sur les groupesdisrets et plus préisément des ritères entropiques permettant d'obtenir la trivialité de la frontièrede marhes aléatoires sur es groupes. Ensuite dans le deuxième hapitre, nous nous intéresseronsau as partiulier des groupes hyperboliques pour lesquels nous montrerons que la frontière demarhes aléatoires sur es derniers n'est pas triviale.
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Chapitre 1Marhes aléatoires sur les groupesdisretsIntrodutionDans e premier hapitre, nous allons nous intéresser au lien entre la trivialité de la frontièrede marhes aléatoires et l'entropie de es marhes aléatoires. Ainsi, nous pourrons déterminer latrivialité de la frontière de marhes aléatoires pour plusieurs types de groupes.1.1 Notions préliminairesDans ette partie, nous allons dé�nir les notions de base dont nous aurons besoin par la suite,qui sont prinipalement elles de marhe aléatoire sur un groupe et de frontière d'une marhealéatoire.1.1.1 Premières dé�nitionsRappels de théorie des groupesCommençons par rappeler des dé�nitions de base sur les groupes.Dé�nition 1.1.1 Un groupe topologique G est un groupe (muni de l'opération .) pour lequel lesappliations :
G × G −→ G G −→ G

(g, g′) 7−→ g.g′ g 7−→ g−1sont ontinues.Dé�nition 1.1.2 Un groupe topologique disret G est un groupe topologique véri�ant que pourtout élément g ∈ G, il existe une boule ouverte B ontenant g qui ne ontient auun autre élémentde G.Dé�nition 1.1.3 Une ation d'un groupe G sur un ensemble X est une appliation :
φ : G −→ S(X)

g 7−→ (x 7−→ g.x)De plus l'ation est dite transitive si elle ne possède qu'une seule orbite (on rappelle que l'orbited'un élément x ∈ X est dé�nie par Ox = {g.x, g ∈ G}).Introduisons maintenant les dé�nitions de deux types de groupes que nous renontrerons a�nd'exempli�er e que nous étudierons.Dé�nition 1.1.4 Une suite de omposition d'un groupe G est une suite �nie (Hi)i=0,...,n de sous-groupes de G tels que : 7



8 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETS1. H0 = e et Hn = G ;2. Hi ⊳ Hi+1, pour tout 0 ≤ i ≤ n.Dé�nition 1.1.5 On dit qu'un groupe est nilpotent s'il admet une suite de omposition :
{e} = H0 ⊳ H1 ⊳ . . . ⊳ Hn = Gtelle que : Hi+1/Hi soit inlus en tant que sous-groupe dans Z(G/Hi) pour tout 0 ≤ i ≤ n (ave

Z le entre du groupe, ie Z(G) = {z ∈ G, ∀x ∈ G, x.z = z.x}).Dé�nition 1.1.6 On dit qu'un groupe G est résoluble s'il admet une suite de omposition à fa-teurs ommutatifs, ie Hi+1/Hi est abélien pour tout i = 0, . . . , n.Rappels de théorie de la mesureMaintenant, e�etuons également quelques rappels de notions fondamentales en théorie de lamesure.Dé�nition 1.1.7 Soit X un ensemble. On appelle tribu (ou σ-algèbre) sur X un ensemble A departies de X véri�ant :1. A 6= ∅ ;2. A est stable par passage au omplémentaire ;3. A est stable par union dénombrable.Dé�nition 1.1.8 Une mesure sur un groupe G est une appliation µ : B(G) −→ R+ (où B(G)représente les boréliens de G) telle que :1. µ(∅) = 0 ;2. si (Aj) est une famille dénombrable de boréliens deux à deux disjoints, alors µ(∪Aj) =
∑

µ(Aj).Une mesure est dite de probabilité si µ(G) = 1.Dé�nition 1.1.9 Une mesure omplexe sur un groupe G est une appliation µ : B(G) −→ C∪{∞}telle que :1. µ(∅) = 0 ;2. si (Aj) est une famille dénombrable de boréliens deux à deux disjoints tels que leur réunionsoit bornée, alors on a, ave onvergene absolue du terme de droite :
µ(

∞⋃

j=0

Aj) =

∞∑

j=0

µ(Aj)Dé�nitions de base sur les groupes et les mesuresIntroduisons maintenant quelques dé�nitions sur les groupes et les mesures qui nous serontutiles, en tenant ompte du fait que dans toute la suite on désignera par G un groupe (on omettrade préiser topologique) disret in�ni dénombrable d'élément neutre e et par µ une mesure deprobabilité.Remarque : Comme G est un groupe disret dénombrable alors les parties de G et les boréliensde G oïnident, ie P(G) = B(G).Dé�nition 1.1.10La paire (G, µ) est appelée un groupe muni d'une mesure.Le support de la mesure µ, noté suppµ, est dé�ni par : suppµ = {g ∈ G, µ(g) > 0}.La ré�exion de la mesure µ, notée µ̂, est dé�nie par : µ̂(g) = µ(g−1), ∀g ∈ G.La mesure µ est dite :� non dégénérée si le semi-groupe engendré par son support est G tout entier ;� à support �ni, si suppµ est �ni ;� symétrique si µ = µ̂.



1.1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES 9Dans toute la suite on onsidérera une mesure µ non dégénérée. On rappelle aussi qu'un semi-groupe est un ensemble muni d'une opération étant seulement assoiative.Dé�nition 1.1.11 Le produit artésien in�ni du groupe G ave lui-même sera noté G∞.Les éléments de e produit y = (y0, y1, y2, . . .) sont appelés trajetoires et l'ensemble G∞ est appelél'espae des trajetoires (ou l'espae des hemins simples).Proposition 1.1.1 L'espae des trajetoires G∞ admet naturellement pour topologie, la topologieproduit des topologies disrètes de haun de ses fateurs. Cette topologie est métrisable, séparableet omplète, don G∞ est un espae Polonais.Dé�nition 1.1.12Les appliations oordonnées de G∞ à valeurs dans G seront notées :
Cn : G∞ −→ G

y = (y0, y1, . . .) 7−→ yn ∀n > 0Les sous-ensembles ylindriques de G∞ (es sous-ensembles sont onstitués de trajetoires at-teignant des points �xés de G à des temps �xés) sont dé�nis par :
Cn

g = {y ∈ G∞, Cn(y) = g}représentant l'ensemble des trajetoires atteignant le point g au temps �xé n.
Cn1,...,nk

g1,...,gk
= ∩k

i=1C
ni
gi

est l'ensemble des trajetoires atteignant une suite �nie de points à des temps�xés.
Cn1,...,nk

y = ∩k
i=1C

ni
gi
, où gi = Cni(y) est l'ensemble des trajetoires atteignant les mêmes pointsqu'une trajetoire �xée y aux temps �xés ni.Dans toute la suite Cn(y) (la n-ième oordonnée de la trajetoire y) sera simplement notée yn.1.1.2 Marhe aléatoire sur un groupeMaintenant, nous allons dé�nir de nouveaux onepts et 'est sur eux-i que nous allons tra-vailler dans tout e rapport.Dé�nition 1.1.13 La marhe aléatoire (G, µ) à droite sur le groupe G, déterminée par la mesurede probabilité µ, est la haîne de Markov homogène d'espae d'états G et de probabilités de transi-tion :

p(g|h) = p(h, g) = µ(h−1g), ∀g, h ∈ Gqui sont invariantes sous l'ation anonique à gauhe de G sur lui-même.Dé�nition 1.1.14 Une mesure µ est dite G-invariante ou invariante par l'ation à gauhe de Gsur lui-même, si :
∀g ∈ G, ∀A ∈ B(G), µ(g.A) = µ(A)Remarques :� En d'autres termes, la position de la marhe aléatoire peut être obtenue si l'on onnaît saposition préédente en la multipliant à doite par un élément indépendant et aléatoire dugroupe qui admet la distribution µ.� On remarque qu'ii on dé�nit la marhe aléatoire seulement à partir de ses probabilités detransition, on ne donne pas de distribution initiale, d'où la notation de ette dernière : (G, µ).� La marhe aléatoire à gauhe se dé�nit de la même façon, ave pour probabilités de transition :

p̂(g|h) = µ(gh−1). Or on sait que p̂(g−1|h−1) = µ̂(h−1g), don en remplaçant µ par saré�exion, on peut se ramener à l'étude des marhes aléatoires à droite.Ainsi dans toute la suite, on onsidérera uniquement des marhes aléatoires à droite et on ne pré-isera plus à doite.Si la distribution initiale de la marhe aléatoire est onentrée en un élément g ∈ G alors lamesure de Borel gPµ apparaît sur l'espae des trajetoires G∞, ette dernière étant dé�nie ommesuit :



10 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSDé�nition 1.1.15 La mesure de Borel gP
µ (pour g ∈ G) est dé�nie omme étant l'image de lamesure produit µ∞ = µ × µ × . . . sur le produit artésien in�ni ∏∞

i=1 G par l'appliation :
∞∏

i=1

G −→ G∞

(x1, x2, . . .) 7−→ (g, gx1, gx1x2, . . .)Dé�nition 1.1.16 La mesure ePµ orrespond à la distribution initiale δ0 et est elle que nousrenontrerons le plus souvent, elle sera don notée seulement Pµ.Dé�nition 1.1.17 Une distribution initiale arbitraire θ détermine sur l'espae des trajetoires lamesure :
θP

µ =
∑

g∈G

θ(g)gP
µDé�nition 1.1.18 La onvolution µ∗µ′ de deux mesures µ et µ′ sur le groupe G est dé�nie ommeétant l'image de la mesure produit µ × µ′ sur G × G par l'appliation :

G × G −→ G

(x1, x2) 7−→ x1x2On notera µn la n-ième onvolution de µ ave elle-même et souvent on notera également µ0 à laplae de δ0.Remarque : La dé�nition préédente nous permet de remarquer que la distribution unidimen-sionnelle θ ∗ µn de la mesure θPµ au temps n ≥ 0 peut être érite de la façon suivante :
Cn ◦ θP

µ = θ ∗ µnDé�nissons d'une façon plus faile pour les aluls la onvolution de deux mesures :Dé�nition 1.1.19 Soient µ et ν deux mesures de probabilité sur un groupe X. On dé�nit leuronvolution pour tout A ∈ B(X) par :
µ ∗ ν(A) =

∫
µ(Ax−1)dν(x)

=

∫
ν(x−1A)dµ(x)De plus pour tout point x ∈ X, on note par x la mesure dégénérée du point x et par µ ∗ x latranslation à droite de la mesure µ par x et on a alors pour tout A ∈ B(X) :

(µ ∗ x)(A) = µ(Ax−1)Remarque : Pour simpli�er l'ériture de ertaines formules, on omettra de mettre le symbole ∗.On pose maintenant ℓI(G, C) le groupe d'algèbre du groupe G sur le orps C.La mesure µ =
∑

µ(g)δg est un élément du groupe d'algèbre, de plus µ dé�nit un opérateur linéaire
Pµ sur haque représentation de l'espae G (en partiulier sur ℓ1(G), ℓ2(G), ℓ∞(G), . . .) qui estdé�ni omme suit :Dé�nition 1.1.20 L'opérateur Pµ agit sur tous les espaes de fontions de G via :

Pµf(g) =
∑

x

f(gx)µ(x) =

∫
f(y1)dgP

µ(y)ie Pµ agit sur ℓ∞(G) et est l'opérateur de Markov de la marhe aléatoire (G, µ) (on remarque que
Pµ est positif et que la fontion indiatrie I est invariante sous Pµ).



1.1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES 11Remarques :� La mesure onditionnelle Pµ de l'ensemble A1 donnant la ondition A2 sera notée Pµ(A1|A2).Par exemple Pµ(Cn
g |Ck

h) est la probabilité onditionnelle d'atteindre le point g au temps npour des trajetoires atteignant le point h au temps k. On peut d'ailleurs déduire la formulesuivante (ar µ est dé�nie omme une haîne de Markov) :
P

µ(Cn+1
g |Cn

h ) = µ(h−1g)� L'espae mesurable (G∞, Pµ) et tous ses quotients sont des espaes de Lebesgue.Exemple : Un exemple simple de marhe aléatoire sur un groupe peut être onstruit sur legroupe disret dénombrable Z muni de l'addition.En e�et, on peut onsidérer sur Z la marhe aléatoire dé�nie par :
µ(−x + y) = p(x, y) =

{ 1

2
si y = x + 1 et si y = x − 1

0 sinonCette marhe aléatoire est bien dé�nie puisque les probabilités de transition i-dessus, onsidéréessur Z, nous donnent bien une haîne de Markov.1.1.3 Frontière des marhes aléatoiresDans e paragraphe, nous allons introduire la dé�nition de la frontière d'une marhe aléatoiresur un groupe, puis nous dé�nirons plusieurs types de frontières. Cependant, dans e hapitre, lesrésultats que nous énonerons seront véri�és pour une frontière en général. En fait, l'intérêt dedé�nir plusieurs types de frontières est de pouvoir hoisir elle qui nous arrange lorsqu'on étudieun groupe disret en partiulier.Dé�nition 1.1.21 Soit (G, µ) une marhe aléatoire sur G. Cette marhe aléatoire dé�nit alorsun G-espae (ie un espae sur lequel G agit) mesurable Γ muni d'une mesure de probabilité quasi-invariante, µ-stationnaire ν, ie :
ν(A) = µ ∗ ν(A) =

∑

g

ν(g−1A)µ(g) ave A ⊂ ΓOn dé�nit alors la frontière de la marhe aléatoire (G, µ) omme étant le G-espae mesurable (Γ, ν).Dé�nition 1.1.22 Une mesure µ sur G est dite G-quasi-invariante (ou quasi-invariante par rap-port à G) si :
∀g ∈ G, ∀A ∈ B(G), gµ(A) = µ(g−1A)Remarque : On dira d'une frontière qu'elle est triviale si son ardinal vaut zéro, un ou deux.Nous allons maintenant étudier di�érents types de frontière.Frontière stationnaireIntroduisons un premier type de frontière, la frontière stationnaire.Dé�nition 1.1.23 Un sous-ensemble mesurable de l'espae des trajetoires A ⊂ G∞ est dit sta-tionnaire s'il ontient pour presque toute trajetoire y, toutes les trajetoires y′ pouvant être obtenuesà partir de y en déalant ses oordonnées et en remplaçant un nombre �ni de oordonnées, ie toutetrajetoire y′ telle que y′

n+k = yn pour tout n su�samment grand et tout k �xé.La σ-algèbre S des lasses d'ensembles stationnaires est appelée la σ-algèbre stationnaire.Dé�nition 1.1.24 Un sous-ensemble α ⊂ G est appelé un µ-piège (ou piège si µ est �xée) si lalimite :
lim
n

Iα(yn)existe pour Pµ-presque toutes les trajetoires y ∈ G∞, ie si presque toute trajetoire est entièrementontenue dans α pour des temps su�samment grand ou n'atteint jamais l'in�ni.Les pièges α et α′ sont dits équivalents si leur di�érene symétrique α∆α′ = (α ∪ α′)\(α ∩ α′) estun ensemble omplètement transitif, ie :
P

µ(y ∈ G∞, lim
n

Iα∆α′(yn) = 0) = 1



12 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSRemarque : Les lasses de pièges ainsi dé�nies forment une algèbre booléenne.Proposition 1.1.2 L'appliation : α 7−→ A(α) = {y ∈ G∞, limn Iα(yn) = 1} dé�nit un isomor-phisme entre l'algèbre booléenne des lasses de pièges et elle des lasses d'ensembles stationnaires.Dé�nition 1.1.25 La frontière stationnaire (Γ, µ) de la marhe aléatoire (G, µ) est l'espae quo-tient de l'espae mesurable (G∞, Pµ) par la partition mesurable liée à la σ-algèbre stationnaire S.L'appliation anonique assoiée sera notée bnd , ie bnd : G∞ −→ Γ.Cette appliation détermine sur Γ la mesure de probabilité ν = bnd (Pµ) qui est G-quasi-invarianteet µ-stationnaire.La mesure ν sera appelée mesure de sortie de la marhe aléatoire.Dé�nition 1.1.26 Les mesures onditionnelles Pµ
γ sur l'espae des trajetoires pour presque tout

γ ∈ Γ sont dé�nies par :
P

µ(C|A) =
1

Pµ(A)

∫

A

P
µ
γ(C)dν(γ)pour tout ensemble non trivial, stationnaire A ⊂ G∞ et tout ensemble ylindrique C ⊂ G∞.Ces mesures Pµ

γ sont de Markov pour presque tout γ ∈ Γ et déterminent des haînes de Markovhomogènes (en temps, mais pas en espae) sur G de probabilités de transition :
P

µ
γ (Cn+1

g |Cn
h ) = P

µ(Cn+1
g |Cn

h )
dgν

dhν
(γ) (1.1)Remarque : Ce qu'on a appelé dans la dé�nition préédente l'homogénéité en temps est enfait l'homogénéité standard des Chaînes de Markov, tandis que l'homogénéité en espae se dé�nitomme suit :Dé�nition 1.1.27 Un opérateur de Markov P est dit homogène en espae s'il existe un groupe Gloalement ompat de permutations de X qui agit transitivement sur X et laisse invariant P , ie :

p(gx, gy) = p(x, y), ∀x, y ∈ X, ∀g ∈ GFrontière de PoissonDé�nissons maintenant la frontière de Poisson. Pour e faire introduisons tout d'abord quelquesdé�nitions préliminaires.Dé�nition 1.1.28 Soit K un orps ommutatif. Soit (A, +, .) un K-espae vetoriel.On dit que A est une K-algèbre si l'opération × est distributive par rapport à + et bilinéaire, ie
∀x, y, z ∈ A et ∀a, b ∈ K :1. (x + y)z = xz + yz ;2. x(y + z) = xy + xz ;3. (ax)(by) = (ab)(xy).Une algèbre est dite ommutative si × l'est.Dé�nition 1.1.29 Une algèbre normée A est une K-algèbre munie d'une norme ‖ . ‖ telle que
∀x, y ∈ A et ∀λ ∈ K : ‖ xy ‖≤‖ x ‖‖ y ‖.Dé�nition 1.1.30 Une algèbre de Banah (A, +, .,×, ‖ . ‖) sur K est une K-algèbre normée telleque l'espae vetoriel normé sous-jaent soit un espae de Banah.Dé�nition 1.1.31Un aratère d'une algèbre de Banah A est un morphisme d'algèbres non nul : A −→ C.L'ensemble des aratères est noté M(A) et est appelé le spetre de A.Dé�nition 1.1.32 Une fontion à valeurs réelles sur le groupe G est dite µ-harmonique si l'égal-ité :

f(g) =
∑

x

f(gx)µ(x)est vraie ∀g ∈ G, ie si f est une fontion invariante par l'opérateur de Markov Pµ.



1.1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES 13Dé�nition 1.1.33 L'espae de Banah de toutes les fontions bornées µ-harmoniques sur G (munide la norme sup) sera noté H∞
µ . Cet espae peut être vu omme une algèbre de Banah ommutativemunie de la multipliation :

(f1 × f2)(g) = lim
x

f1(gx)f2(gx)µn(x)Dé�nition 1.1.34 L'espae de Poisson Πµ(G) de la paire (G, µ) est dé�ni omme étant le spetrede l'algèbre de Banah H∞
µ .On peut aussi dé�nir la mesure de probabilité ν̂ (appelée le noyau de Poisson de µ) sur l'espae

Πµ(G) omme suit : soit f 7−→ f̂ la transformée de Gelfand de H∞
µ sur C(Πµ), alors :

∫
f̂(x)dν̂(x) = f(e)Chaque fontion µ-harmonique bornée f admet une représentation de Poisson dé�nie par :

f(g) =

∫
f̂(x)dgν̂(x) =

∫
f(x)

dgν̂

dν̂
(x)dν̂(x)et ette formule onstitue une forme expliite de la transformée de Gelfand de H∞

µ sur C(Πµ) = L∞(Πµ, ν̂).Dé�nition - Proposition 1.1.1 L'espae de Poisson (Π, ν̂) vu omme G-espae mesurable estanoniquement isomorphe à la frontière (Γ, ν).Frontière de MartinMaintenant, nous allons présenter la frontière dite de Martin.Dé�nition 1.1.35 La frontière de Martin ∆(G, µ) de la paire (G, µ) est dé�nie omme étant lafermeture ompate de l'ensemble des fontions µ-harmoniques extrémales positives sur G (norméespar la ondition f(e) = 1) dans la topologie de la onvergene pontuelle.La frontière de Martin est un G-espae topologique dé�nissant naturellement une ation à gauhesur G.Dé�nition - Proposition 1.1.2 Soit f une fontion µ-harmonique, alors il existe une uniquemesure représentative νf sur la frontière de Martin, ie :
f(g) =

∫

∆

h(g)dνf (h), ∀g ∈ GOn note la mesure représentative pour la fontion indiatrie I par ν1 et son support supp ν1 par
∆1.Le ompat ∆1 est appelé la partie ative de la frontière de Martin.Ce ompat ∆1 vu omme un G-espae ave la mesure ν1 est anoniquement isomorphe à la fron-tière (Γ, ν).Frontière de sortiePour �nir, nous allons introduire la frontière de sortie.Dé�nition 1.1.36 Soit A∞

n la σ-algèbre des sous-ensembles mesurables de l'espae des trajetoires
(G∞, Pµ), qui sont déterminés par les oordonnées yn, yn+1, . . . de la trajetoire y.L'intersetion A∞ = ∩nA∞

n est appelée la σ-algèbre résiduelle (ou asymptotique) de la marhealéatoire.Remarque : Un sous-ensemble mesurable A ⊂ G∞ appartient à A∞ si et seulement si le faitque la trajetoire y ∈ G∞ appartient à A∞ ne dépend pas de n'importe quel ensemble �ni deoordonnées et est déterminé seulement par son omportement à l'in�ni.Dé�nition - Proposition 1.1.3 La σ-algèbre résiduelle de la marhe aléatoire (G, µ) oïnideave la σ-algèbre stationnaire S, ie la frontière de sortie de la marhe aléatoire (G∞, Pµ)/A∞ estanoniquement isomorphe à la frontière (Γ, ν) vu omme espae mesurable.



14 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSBilanNous sommes maintenant en mesure de ommener l'étude de la trivialité de la frontière demarhes aléatoires sur des groupes puisque nous avons dé�ni les outils néessaires à ette étude.1.2 Critère entropiqueDans ette partie, nous allons énoner un ritère faisant intervenir l'entropie d'une mesure deprobabilité, permettant de prouver la trivialité de la frontière de marhes aléatoires sur un groupe.Puis nous verrons que e ritère permet de déterminer pour ertains types de groupes la trivialitéde marhes aléatoires sur es derniers.1.2.1 EntropieDé�nissons tout d'abord l'entropie d'une mesure de probabilité, puis elle d'une marhe aléatoireet énonçons quelques propriétés de elles-i.Dé�nition 1.2.1 Soit G un groupe disret dénombrable.L'entropie de la mesure de probabilité µ sur G sera notée H(µ) et est dé�nie par :
H(µ) = −

∑

{g∈suppµ}

µ(g) log µ(g)Remarque : Comme µ est une mesure de probabilité alors 0 ≤ µ(g) ≤ 1 pour tout g ∈ G, d'où
H(µ) ≥ 0 (et est éventuellement in�nie).La proposition qui suit nous permet d'estimer l'entropie de la onvolution de deux mesures deprobabilité sur G.Proposition 1.2.1 Soient µ et µ′ deux mesures de probabilité sur le groupe G ayant des entropies�nies, alors l'entropie de leur onvolution est également �nie et on a :

H(µ ∗ µ′) ≤ H(µ) + H(µ′)DémonstrationSoient µ et µ′ deux mesures de probabilité sur G ayant leurs entropies �nies. On sait que l'appli-ation anonique φ :
G × G −→ G

(g1, g2) 7−→ g1g2transforme le produit diret µ × µ′ en la onvolution µ ∗ µ′, ie µ ∗ µ′(g1, g2) = µ × µ′(g1g2). Ainsisi (g1, g2) ∈ suppµ ∗ µ′, alors g1g2 ∈ suppµ × µ′, autrement dit φ(supp µ ∗ µ′) ⊂ suppµ × µ′.Maintenant démontrons la relation H(µ × µ′) = H(µ) + H(µ′), puis en utilisant l'inlusion dessupports i-dessus, on aura le résultat.
H(µ × µ′) = −

∑

g

(µ × µ′)(g) log(µ × µ′)(g)

= −
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2) log(µ(g1)µ

′(g2))

= −
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2) log(µ(g1)) −

∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2) log(µ′(g2))

= −
∑

g2

µ′(g2)
∑

g1

µ(g1) log µ(g1) −
∑

g1

µ(g1)
∑

g2

µ′(g2) log µ′(g2)

= µ′(suppµ′)H(µ) + µ(suppµ)H(µ′)

= H(µ) + H(µ′)



1.2. CRITÈRE ENTROPIQUE 15ar µ et µ′ sont des mesures de probabilité.Ensuite :
H(µ ∗ µ′) = −

∑

(g1,g2)∈suppµ∗µ′

µ ∗ µ′(g1, g2) log(µ ∗ µ′(g1, g2))

= −
∑

(g1,g2)∈suppµ∗µ′

µ × µ′(φ(g1, g2)) log(µ × µ′(φ(g1, g2)))

= −
∑

g∈φ(suppµ∗µ′)

µ × µ′(g) log(µ × µ′(g))

≤
∑

g∈supp µ×µ′

µ × µ′(g) log(µ × µ′(g))

= H(µ × µ′)d'après l'inlusion des supports démontrée i-dessus. D'où le résultat.Dans toute la suite on �xe une mesure de probabilité µ sur G ayant une entropie H(µ) �nie.On notera les entropies de ses onvolutionsH(µn) par hn (pour n ≥ 0). Évidemment h0 = H(µ0) = H(δ0) = 0.La formule qui suit pour hn nous sera utile par la suite :
hn = H(µn) = −

∑

yn∈suppµn

µn(yn) log µn(yn) = −
∫

log µn(yn)dP
µ(y)Ainsi la proposition (1.2.1) nous prouve également que les entropies hn sont �nies et la suite {hn}nest sous-additive, ie :

hn+m ≤ hn + hm, ∀n, m ≥ 0Ainsi la limite limn

hn

n
existe (arH(µn) ≤ nH(µ) d'après la proposition (1.2.1), ie H(µn)

n
≤ H(µ)).Dé�nition 1.2.2 Soit G un groupe disret dénombrable.Soit µ une mesure de probabilité sur G ayant une entropie H(µ) �nie.Alors la limite : h(G, µ) = limn

H(µn)

n
est appelée l'entropie de la paire (G, µ).Remarque : Cette dé�nition a le sens probabiliste suivant : asymptotiquement h(G, µ) est laquantité prinipale d'information ontenue dans le produit x1 . . . xn = yn de n variables aléatoiresindépendantes µ-distribuées à valeurs dans G.Remarque : On peut montrer que si l'entropie H(µ) est in�nie, alors toutes les entropies

hn = H(µn) sont aussi in�nies.Exemple : Reprenons l'exemple préédent sur le groupe disret dénombrable Z et déterminonsl'entropie de la mesure µ.
H(µ) = −

∑

g

µ(g) log µ(g)

= −
∑

g

µ(−0 + g) log µ(−0 + g)

= −
∑

g

p(0, g) log p(0, g)Or par dé�nition p(0, g) 6= 0 si g = 1 et si g = −1, d'où :
H(µ) = −p(0, 1) logp(0, 1) − p(0,−1) log p(0,−1)

= −1

2
log

1

2
− 1

2
log

1

2

= − log
1

2
= log 2Don l'entropie de la mesure de probabilité µ vaut log 2.



16 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETS1.2.2 Critère de trivialité de la frontièreDé�nissons maintenant l'entropie onditionnelle et établissons quelques résultats sur elle-ia�n d'arriver à l'énoné du ritère entropique.Dé�nition 1.2.3 Soient {ηn} et {αn} (pour n ≥ 1) deux partitions mesurables sur l'espae destrajetoires (G∞, Pµ) dé�nies par :
y

ηn∼ y′ ⇔ ∀k ≥ n, yk = y′
k

y
αn∼ y′ ⇔ ∀k ≤ n, yk = y′

kAutrement dit deux trajetoires appartiennent au même élément de la partition ηn si leurs oordon-nées d'indies k ≥ n oïnident et au même élément de la partition αn si leurs segments initiaux(jusqu'à la n-ième oordonnée) oïnident.Proposition 1.2.2 Les partitions αn roissent et leur réunion ∨∞
n=1αn est égale à ǫ (la partitionde l'espae des trajetoires en points).La suite {ηn} est déroissante, la réunion mesurable ∨∞

n=1ηn sera notée η.Dé�nition 1.2.4 La partition η est appelée partition résiduelle de la marhe aléatoire (G, µ) (arla σ-algèbre des sous-ensembles η-mesurables oïnide ave la σ-algèbre résiduelle A∞ de la marhealéatoire).Dé�nition 1.2.5 On onsidère deux partitions mesurables ξ et ζ sur un espae de Lebesgue (X, m).L'entropie onditionnelle moyenne de la partition ξ par rapport à la partition ζ est dé�nie par :
H(ξ|ζ) = −

∫
log m(x, ξ|ζ)dm(x)où m(x, ξ|ζ) est la mesure onditionnelle de ξ(x) (l'élément de ξ ontenant x) par rapport à ζ.Évaluons maintenant l'entropie onditionnelle moyenne des partitions αk par rapport aux par-titions ηk.Proposition 1.2.3 Si 0 ≤ k ≤ n, alors l'entropie onditionnelle moyenne de la partition αk parrapport à la partition ηn vaut :

H(αk|ηn) = kh1 + hn−k − hnEn partiulier, on a :
H(α1|ηn) = h1 + hn−1 − hnDémonstrationSoit 0 ≤ k ≤ n. Évaluons la mesure onditionnelle Pµ(y, αk|ηn) lorsqu'une trajetoire y ∈ G∞ est�xée :

P
µ(y, αk|ηn) = P

µ(C0,...,k
y |Cn

y ) par dé�nition des probabilités onsidérées et des ensembles Cn
g ;

=
Pµ(C0,...,k

y ∩ Cn
y )

Pµ(Cn
y )

par dé�nition de la probabilité onditionnelle ;
=

µ(x1) . . . µ(xk)µn−k(y−1
k yn)

µn(yn)
par dé�nition des ensembles Cn

g .D'où :
log(Pµ(y, αk|ηn)) = log(µ(x1) . . . µ(xk)µn−k(y−1

k yn)) − log(µn(yn))Ainsi si on intègre par rapport à la mesure de probabilité Pµ, on obtient :
∫

log(Pµ(y, αk|ηn))dP
µ(y) =

∫
log(µ(x1) . . . µ(xk)µn−k(y−1

k yn))dP
µ(y) −

∫
log(µn(yn))dP

µ(y)En�n par dé�nition des hi et de αk, on obtient :
H(αk|ηn) = kh1 + hn−k − hn



1.2. CRITÈRE ENTROPIQUE 17Remarque : Puisque la suite {ηn} est déroissante, on a également pour x ∈ G∞ :
m(x, α1|ηn) ≥ m(x, α1|ηn+1)

log m(x, α1|ηn) ≥ log m(x, α1|ηn+1)

−
∫

log m(x, α1|ηn)dP
µ(x) ≤ −

∫
log m(x, α1|ηn+1)dP

µ(x)

H(α1|ηn) ≤ H(α1|ηn+1)d'où pour tout n ≥ 1 :
hn − hn−1 ≥ hn+1 − hn (1.2)Proposition 1.2.4 La suite {hn+1 − hn} déroit de façon monotone vers l'entropie h(G, µ).DémonstrationEn e�etuant un rapprohement entre la formule (1.2) et la dé�nition de h(G, µ), on obtient lerésultat.Proédons maintenant à l'énoné du théorème prinipal de ette partie :Théorème 1.2.5 Soit G un groupe disret dénombrable.Soit µ une mesure de probabilité sur G d'entropie H(µ) �nie.Alors la frontière Γ(G, µ) de la marhe aléatoire (G, µ) est triviale si et seulement si h(G, µ) = 0.DémonstrationPuisque la suite de partitions ηn est déroissante et onverge vers la partition résiduelle η, la suitedes entropies onditionnelles moyennes H(αk|ηn) onverge vers H(αk|η).Ainsi en passant à la limite sur n dans la formule obtenue dans la proposition (1.2.3) et en appli-quant la proposition (1.2.4), on obtient :

H(αk|η) = kH(µ) − kh(G, µ)et en partiulier :
H(α1|η) = H(µ) − h(G, µ) (1.3)Puisque l'égalité H(ξ|ζ) = H(ξ) a lieu pour des partitions ξ ayant des entropies �nies si et seule-ment si les partitions ξ et ζ sont indépendantes (e résultat est montré dans [Roh67℄), et puisque

H(αk) = kH(µ), on obtient que h(G, µ) = 0 si et seulement si les partitions αk et η sont indépen-dantes pour tout k ; or ela signi�e la trivialité de η et elle de la frontière Γ(G, µ) par la loi 0-1de Kolmogorov.Remarque : Ce théorème, au vu de la forme dans laquelle il a été donné, n'est pas appliableau as où l'entropie H(µ) est in�nie.Exemple : Soit G est un groupe abélien et soit µ une mesure de probabilité sur G d'entropie
H(µ) in�nie.Alors l'entropie h(G, µ) est in�nie et la frontière Γ(G, µ) est triviale d'après le théorème de Choquet-Deny (énoné et démontré dans [CD60℄), qui nous dit qu'un groupe abélien n'admet pas de fontion
µ-harmonique bornée.1.2.3 Appliations du ritère entropiqueMaintenant appliquons le ritère entropique que nous venons de voir a�n de déterminer latrivialité de la frontière de marhes aléatoires sur ertains groupes selon leur roissane.On onsidère désormais dans ette partie un groupe G ayant un nombre �ni de générateurs et Tun ensemble de eux-i.On onsidère également la suite des puissanes de T :

T n = {g = g1 × . . . × gn, gi ∈ T }



18 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSDé�nition 1.2.6 Le groupe G est dit à roissane exponentielle si :
lim
n

|T n| 1
n > 1et à roissane non-exponentielle sinon.Si |T n| ≤ Cnd alors G est dit à roissane polynomiale de degré inférieur ou égal d (où C est uneonstante).Remarque : On peut montrer que ette dé�nition ne dépend pas de T .Proposition 1.2.6 Soit G un groupe à roissane non-exponentielle.Soit µ une mesure à support �ni sur G.Alors la frontière Γ(G, µ) est triviale.DémonstrationNotons le support de µ par T . Puisque suppµn = T n, on obtient :

H(µn) = −
∑

yn∈suppµn

µn(yn) log(µn(yn))

≤ log |T n|
∑

yn∈suppµn

µn(yn)

≤ log |T n|De plus, la roissane non-exponentielle de G implique que :
lim
n

|T n| 1
n = 1D'où

lim
n

1

n
log |T n| = 0Doù : log |T n| = o(n).Par onséquent, on a h(G, µ) = 0 ar h(G, µ) =

hn

n
≤ log |T n|

n
−→ 0.Don la frontière Γ(G, µ) est triviale d'après le théorème (1.2.5).Remarque : La trivialité de la frontière pour ertaines lasses de groupes exponentiels et pourertaines mesures à support non �ni sur des groupes non-exponentiels peut aussi être obtenue enestimant l'entropie H(µn).Exemple : Considérons de nouveau l'exemple sur le groupe dénombrable disret Z et montronsque e dernier admet une roissane non-exponentielle.On a vu préédemment que suppµ = {−1, 1} et e support engendre Z, posons alors T = {−1, 1}et déterminons T n.Pour e faire on distingue alors deux as :as 1 : n est pair, alors T n = {−n,−n + 2, . . . , 0, . . . , n − 2, n} ;as 2 : n est impair, alors T n = {−n,−n + 2, . . . ,−1, 1, . . . , n − 2, n}.Dans tous les as, on a |T n| = n + 1, d'où :

|T n| 1
n = exp

(
1

n
log(n + 1)

)
−→ 1Don le groupe Z a une roissane non-exponentielle, ainsi d'après la proposition (1.2.6) la fontièrede la marhe aléatoire (Z, µ) est triviale.Dé�nition 1.2.7 Soit µ une mesure de probabilité sur un groupe G ayant un nombre �ni degénérateurs d'ensemble de générateurs T (ontenant e).On dé�nit la mesure de probabilité κ sur Z par :

κ(k) = µ(T k \ T k−1)qui représente la mesure µ des mots dont la longueur est exatement k.



1.2. CRITÈRE ENTROPIQUE 19On obtient alors la proposition suivante :Proposition 1.2.7 Soit µ une mesure de probabilité sur un groupe G ayant un nombre �ni degénérateurs d'ensemble de générateurs T (ontenant e).Alors :
H(µn) ≤ −

∑

k

κn(k) log(κn(k)) log(|T k|) (1.4)où κn est la n-ième onvolution de κ ave lui-même.DémonstrationComme la mesure µ est non dégénérée, alors son support engendre G, d'où suppµ = T et ainsi
suppµn = T n. De plus, omme e ∈ T , alors la suite des puissanes de T est roissante, d'où
T n = T n−1 ∪ (T n \ T n−1). Don :

H(µn) = −
∑

g∈T n

µn(g) log µn(g)

= −
∑

g∈T n−1∪(T n\T n−1)

µn(g) log µn(g)

= −
∑

g∈T n−1

µn(g) log µn(g) −
∑

g∈T n\T n−1

µn(g) log µn(g)

= −
∑

g∈T n−2

µn(g) log µn(g) −
∑

g∈T n−1\T n−2

µn(g) log µn(g) −
∑

g∈T n\T n−1

µn(g) log µn(g)

= −
∑

k




∑

g∈T k\T k−1

µn(g) log µn(g)





= −
∑

k

κn(k) log κn(k)

≤ −
∑

k

κn(k) log(κn(k)) log(|T k|)Remarque : L'inégalité (1.4) réduit le problème de la trivialité de la frontière au omportementasymptotique des onvolutions sur le groupe des entiers et permet de prouver la trivialité de lafrontière pour ertaines lasses de mesures à support non �ni sur des groupes non-exponentiels.Exemple : La trivialité de la frontière pour les groupes à roissane polynomiale ave une mesurearbitraire peut être déduite de la théorie de leurs strutures. Tous les groupes polynomiaux sontdes extensions �nies de groupes nilpotents (d'après le théorème de Gromov) et la frontière d'ungroupe nilpotent est triviale.Conjeture 1 Si on se donne un groupe exponentiel G, il existe une mesure symétrique (en généralà support non �ni) ayant une frontière non triviale.La notion de roissane pour des groupes ayant un nombre dénombrable de générateurs est plusdéliate. Il est néessaire d'introduire la notion de roissane uniformément polynomiale.Dé�nition 1.2.8 Un groupe disret G admet une roissane uniformément polynomiale si pourtout k ≥ 0, il existe un polyn�me pk tel que :
|T n| ≤ pk(n)pour tout T onstitué de k éléments.Remarque : En d'autres termes pk nous donne une estimation de la roissane uniforme pourdes sous-groupes de G engendrés par k élements.Les degrés des polyn�mes pk sont liés aux groupes qui sont polynomiaux dans le sens de la dé�ni-tion (1.2.6), mais en général les degrés des pk ne sont pas liés entre eux.Par analogie ave la dé�nition préédente, on peut également dé�nir :



20 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSDé�nition 1.2.9 Un groupe disret G admet une roissane exponentiellement faible si :
lim
n

sup
{|T |=k}

log |T n|
n

= ck > 0pour un ertain entier naturel k.BilanCette partie nous a permis d'énoner un ritère entropique qui peut s'appliquer à tous les typesde groupes disrets et de voir son appliation sur eux à roissane non-exponentielle. Ainsi selonleur roissane, les marhes aléatoires sur les groupes admettent ou non une frontière triviale.Maintenant nous allons essayer d'élargir e ritère entropique.1.3 Théorème de Shannon pour les marhes aléatoiresDans ette partie, nous allons nous intéresser au théorème de Shannon et à plusieurs de sesorollaires qui vont nous permettre de mettre en exergue d'autres formules déterminant l'entropied'une marhe aléatoire. Ces di�érentes formules permettant, lors de l'étude d'un groupe disret enpartiulier, de hoisir elle qui sera la plus aisée à utiliser.1.3.1 Marhes aléatoires et endomorphismes admettant une mesure σ-�nieÉtablissons tout d'abord un lien entre les marhes aléatoires et les endomorphismes.Pour e faire, on rappelle la dé�nition suivante :Dé�nition 1.3.1 Soit θ une mesure positive (non néessairement de probabilité) sur un groupe G.On onsidère la mesure assoiée sur l'espae des trajetoires :
θP

µ =
∑

g∈G

θ(g)gP
µProposition 1.3.1 La mesure θPµ est �nie (ou σ-�nie) simultanément ave la distribution initiale

θ.Dé�nition 1.3.2 On dé�nit le déalage temporel T de l'espae des hemins GZ+ omme étantl'appliation :
GZ+ −→ GZ+

{yn} 7−→ {yn+1}Remarque : En général T ne préserve pas la mesure θPµ, ni même le type de mesure.Proposition 1.3.2 La mesure θPµ est T -invariante si et seulement si la mesure θ (vue ommeune fontion sur G) est µ̂-harmonique.DémonstrationSupposons que la mesure θPµ est T -invariante, ie T ∗ θPµ = θPµ.Or on peut montrer que (f la proposition (2.1.1) du hapitre 2) : T ∗ θPµ = θ∗P µPµ, ie θ(g) = θ∗Pµ(g),d'où le fait que θ soit µ̂-harmonique. Et inversement. D'où le résultat.Remarque : Il n'existe pas de fontion µ-harmonique non nulle sommable sur les groupes in�nis,ie haque mesure T -invariante pour des groupes G in�nis est seulement σ-�nie.La mesure T -invariante σ-�nie mPµ =
∑

g gPµ orrespond à la mesure de Haar m sur G.Remarque : Beauoups de propriétés des marhes aléatoires peuvent être exprimées en termesd'endomorphismes T ave la mesure σ-�nie mPµ.Par exemple la onservativité de T est équivalente à la réurrene de la marhe aléatoire, l'ergod-iité de T à la trivialité de la frontière de sortie et le mélange des deux pour T à la trivialité de lafrontière stationnaire de la marhe aléatoire (G, µ).Don l'entropie dé�nie dans la partie préédente est la mesure de la non-ergodiité de l'endomor-phisme T .



1.3. THÉORÈME DE SHANNON POUR LES MARCHES ALÉATOIRES 211.3.2 Théorème de ShannonÉnonçons maintenant le théorème de Shannon.Théorème 1.3.3 Supposons que l'entropie H(µ) d'une mesure de probabilité µ sur un groupedénombrable G soit �nie.Alors l'égalité :
lim
n

1

n
log µn(yn) = −h(G, µ)est vraie pour Pµ-presque toutes les trajetoires y ∈ G∞.DémonstrationDé�nissons tout d'abord une suite de fontions mesurables sur l'espae des trajetoires pour k ≥ 0et y ∈ G∞ par :

φk(y) = log P
µ(C1

y |ηk+1)

= log P
µ(C1

y |Ck+1
y ) par dé�nition de ηk+1 ;

= log
µ(y1)µk(y−1

1 yk+1)

µk+1(yk+1)et on pose : φ(y) = log Pµ(C1
y |η).Les fontions φk et φ sont le logarithme de probabilités onditionnelles de la première oordonnée

y1 de la trajetoire y par rapport aux σ-algèbres Ak+1 et A∞.Ainsi par le théorème de onvergene pour les probabilités onditionnelles, on obtient :
φk(y) −→ φ(y)

Pµ-presque partout.Cette onvergene peut également être établie dans L1(Pµ). Puisque :
∫

φk(y)dP
µ(y) = −H(α1|ηk+1)et ∫

φ(y)dP
µ(y) = −H(α1|η)et H(α1|ηk) −→ H(α1|η), d'où :

∫
φk(y)dP

µ(y) −→
∫

φ(y)dP
µ(y)De plus les fontions φk sont négatives (ar elles sont dé�nies omme étant le logarithme deprobabilités), d'où la onvergene de φk vers φ dans L1(Pµ).Érivons maintenant µn(yn) omme étant :

µn(yn) =
µn(yn)

µn−1(y
−1
1 yn)

µn−1(y
−1
1 yn)

µn−2(y
−1
2 yn)

. . .
µ2(y

−1
n−2yn)

µ(y−1
n−1yn)

µ(y−1
n−1yn)Alors on a :

log µn(yn) =
n∑

i=1

log µ(y−1
i−1yi) −

n∑

i=1

φn−i(U
i−1y)où U est la mesure ergodique préservant la transformation sur l'espae des trajetoires (G∞, Pµ)induite par le déalage de Bernouilli sur l'espae des inréments de la marhe aléatoire, ie :

(Uy)k = y−1
1 yk+1, ∀k ≥ 0(pour démontrer ette relation, il su�t de montrer auparavant par réurrene que : (Uny)k = y−1

n yn+ket de passer au logarithme dans la première relation). À présent d'après le théorème ergodique deBirkho� (f théorème (1.3.4)), on obtient :
1

n

n∑

i=1

φn−i(U
i−1y) −→

∫
φ(y)dP

µ(y) = h(G, µ) − H(µ)



22 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSest vraie pour presque toute trajetoire y.Et puisque la relation :
1

n

n∑

i=1

log µ(y−1
i−1yi) −→ −H(µ)est vraie pour presque toute trajetoire y, on obtient l'égalité voulue.Remarque : En fait nous avons aussi démontré la onvergene de la suite 1

n
log µn(yn) vers

−h(G, µ) dans l'espae L1(Pµ).Remarque : Dans ette démonstration, nous avons utilisé le théorème de Birkho� (que nous nedémontrerons pas ii) qui s'énone de la façon suivante :Théorème 1.3.4 Soit T un endomorphisme ergodique de l'espae de probabilités (X, m).Soit f : X −→ R une fontion mesurable à valeurs réelles.Alors pour presque tout x ∈ X, on a :
1

n

n∑

i=1

f ◦ T j(x) −→
∫

fdm1.3.3 Corollaires du théorème de ShannonIntéressons-nous désormais à ertains orollaires du théorème de Shannon.Dans ette optique, dans tout e paragraphe, nous allons supposer que l'entropie H(µ) est �nie.L'entropie de la paire (G, µ) sera enore notée h(G, µ).Corollaire 3.4.1 La trivialité de la frontière Γ(G, µ) est équivalente à la ondition :
lim
n

1

n
log µn(yn) = 0vraie pour Pµ-presque toutes les trajetoires y ∈ G∞.DémonstrationLa démonstration déoule diretement du théorème (1.3.3) et du théorème (1.2.5).Remarque : Kesten avait introduit la ondition :

lim
n

1

n
log µn(e) = 0sur la paire (G, µ) qui est équivalente (si µ est non dégénérée et symétrique) à la moyennabilité de G(nous verrons dans la dernière partie de façon plus préise e qu'est un groupe moyennable). Nousverrons que la ondition donnée dans le orollaire est plus forte que la ondition de Kesten. Ainsi laprobabilité de retourner à e semble devenir un événement atypique dans une éhelle logarithmiquepour ertains groupes.Exemple : La ondition de Kesten pour prouver qu'un groupe est moyennable s'applique aisé-ment à notre exemple de marhe aléatoire sur Z. En e�et pour n ∈ N, déterminons µn(0) = pn(0, 0).On distingue deux as :as 1 : si n est impair, alors µn(0) = 0 ;as 2 : si n est pair, alors en posant n = 2m :

p2m(0, 0) =
nombre de possiblités de hoisir +1 m fois et de hoisir −1 m foisnombre de possibilités de hoisir +1 et −1 2m fois

=
Cm

2m

22m
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µ2m(0) ≃ 1

22m

√
2π2m(2m

e
)2m

(
√

2πm(m
e
)m)2

≃ 1

22m

2
√

πm

2πm

(
2m

e

)2m ( e

m

)2m

≃ 1

22m

√
πm

πm
22m

≃
√

πm

πmDon dans tous les as 1

n
log µn(0) −→ 0. Don Z est un groupe moyennable et nous verrons dansla partie 5 quel résultat ela nous donne sur e groupe.Corollaire 3.4.2 L'égalité :

lim
n

1

n

n∑

k=1

log P
µ(Ck

y |Ck+1
y ) = −H(α1|η) = h(G, µ) − H(µ)est vraie pour Pµ-presque toute trajetoire y, ie la valeur moyenne du logarithme des probabilitésde transition onverge vers h(G, µ) − H(µ) le long de presque toutes les trajetoires.DémonstrationPour k ≥ 0 et y ∈ G∞, puisque :

P
µ(Ck

y |Ck+1
y ) =

Pµ(Ck
y )

Pµ(Ck+1
y )

µ(y−1
k yk+1)alors on a :

1

n

n∑

k=1

log P
µ(Ck

y |Ck+1
y ) =

1

n

(
n∑

k=1

log µ(y−1
k yk+1) + log µ1(y1) − log µn+1(yn+1)

)
−→ −H(µ)+h(G, µ)Corollaire 3.4.3 L'égalité :

lim
n

1

n

n∑

k=1

log P
µ(Ck

y |Ck−1
y , η) = −H(α1|η)est vraie pour Pµ-presque toutes les trajetoires y de la marhe aléatoire.DémonstrationPuisque les probabilités de transition de la marhe aléatoire sont invariantes par l'ation à gauhede G sur lui-même, on a pour k ≥ 0 et y ∈ G∞ :

P
µ(Ck

y |Ck−1
y , η) = P

µ(C1
y′ , η)où y′ = Uk−1y.Don en appliquant le théorème ergodique de Birkho� (f le théorème (1.3.4)) au déalage U onobtient :

lim
n

1

n

n∑

k=1

log P
µ(Ck

y |Ck−1
y , η) =

∫
log P

µ(C1
y |η)dP

µ(y)

= −H(α1|η)Remarque : En notant par y∞ le point de sortie de la trajetoire y (ie y∞ = bnd (y)) on peutérire :
lim
n

1

n

n∑

k=1

log P
µ(yk|yk−1, y∞) = −H(α1|η) = h(G, µ) − H(µ)ie la valeur moyenne (le long des trajetoires) du logarithme des probabilités de otransition pourpresque toute marhe onditionnelle est égale à h(G, µ) − H(µ).



24 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSCorollaire 3.4.4 L'égalité :
lim
n

1

n

n∑

k=1

log P
µ(yk|yk+1) = lim

n

1

n

n∑

k=1

log P
µ(yk|yk−1, y∞)est vraie pour presque toute trajetoire y de la marhe aléatoire, ie la valeur moyenne du logarithmedes probabilités de transition et la valeur moyenne du logarithme des probabilités de otransitionpour des marhes onditionnelles oïnident pour presque toutes les trajetoires.DémonstrationLa démonstration déoule des orollaires (3.4.2) et (3.4.3).Corollaire 3.4.5 L'égalité :

lim
n

1

n
log

dyn ∗ ν

dν
(y∞) = h(G, µ)où y∞ = bnd (y) et ν est la mesure de sortie de Γ, est vraie pour presque toutes les trajetoires dela marhe aléatoire.DémonstrationGrâe à la formule (1.1) de la première partie, on obtient :

lim
n

1

n

n∑

k=1

log P
µ(Ck

y |Ck−1
y , η) = lim

n

1

n

(
n∑

k=1

log P
µ(Ck

y |Ck−1
y ) + log

dynν

dν
(y∞)

)D'où par le orollaire (3.4.3) le résultat.BilanDans ette partie, nous avons étendu la portée du ritère entropique en déterminant d'autresformules pour l'entropie onditionnelle d'une marhe aléatoire. À présent, nous pouvons nous in-téresser à d'autres moyens de déteminer la frontière d'une marhe aléatoire sur un groupe disret.1.4 Entropie di�érentielle et transformée de Radon-NikodymDans ette partie, nous allons déterminer deux autres façons de trouver la frontière d'unemarhe aléatoire, l'une via la distane de Kullbak-Leibler, l'autre via la µ-entropie.1.4.1 Distane de Kullbak-Leibler et entropieIntroduisons, pour ommener, la distane de Kullbak-Leibler ainsi qu'une propriété sur elle-i.Dé�nition 1.4.1 Soient ν1 et ν2 deux mesures de probabilité équivalentes sur un espae mesurable
X.On dé�nit leur distane de Kullbak-Leibler par la quantité :

I(ν1|ν2) = −
∫

log
dν1

dν2
(x)dν2(x)Remarque : On rappelle que deux mesures de probabilité sont dites équivalentes si elles ont lesmêmes ensembles négligeables.Proposition 1.4.11. La distane de Kullbak-Leibler est positive ou nulle (inluant l'in�ni).2. Elle est nulle si et seulement si ν1 et ν2 onïdent.3. En général, elle n'est pas symétrique, ie I(ν1|ν2) 6= I(ν2|ν1).4. Si X est un G-espae, alors l'ation naturelle de G sur l'espae des mesures sur X préservela distane, ie I(gν1|gν2) = I(ν1|ν2), pour g ∈ G.



1.4. ENTROPIE DIFFÉRENTIELLE ET TRANSFORMÉE DE RADON-NIKODYM 25DémonstrationSoient ν1 et ν2 deux mesures de probabilité équivalentes sur X .1. Par dé�nition :
I(ν1|ν2) = −

∫
log

dν1

dν2
(x)dν2(x)et dν1

dν2
≥ 0 tandis que log

dν1

dν2
≤ 0, don par positivité de l'intégrale, on a I(ν1|ν2) ≥ 0.2. (⇐) Si ν1 = ν2, alors :

I(ν1|ν2) = −
∫

log
dν1

dν1
(x)dν1(x)

= −
∫

log 1dν1(x)

= 0(⇒) Si I(ν1|ν2) = 0, par le théorème de nullité de l'intégrale, on a :
∀x, − log

dν1

dν2
(x) = 0D'où :

∀x,
dν1

dν2
(x) = 1Don ν1 = ν2.3. Évident.4. On obtient le résultat en e�etuant le hangement de variable x 7−→ g.x, pour g ∈ G.Théorème 1.4.2 Si l'entropie H(µ) de la mesure µ sur le groupe G est �nie, alors :

h(G, µ) = −
∑

g

µ(g)

∫
log

dg−1ν

dν
(γ)dν(γ) =

∑

g

µ(g)I(g−1ν|ν)En d'autres termes h(G, µ) est la distane moyenne (par rapport à g) entre les mesures g−1 ∗ ν et
ν. DémonstrationEn utilisant la formule (1.1) de la première partie et la formule (1.3) de la deuxième partie, on a :
h(G, µ) = H(µ) − H(α1|η) d'après la formule (1.3) ;

= H(µ) +

∫
log P

µ(C1
y |η)dP

µ(y) par dé�nition de H(α1|η) ;
= H(µ) +

∫
log

(
P

µ(y)
dy1ν

dν
(bnd (y))

)
dP

µ(y) d'après la formule (1.1) ;
= H(µ) +

∑

g

µ(g)

∫
log

(
µ(g)

dν

dg−1ν
(γ)

)
dν(γ) où y1 = g, bnd (y) = gγ et ar ν = bnd (Pµ) ;

= −
∑

g

µ(g)

∫
log

dg−1ν

dν
(γ)dν(γ)D'où le résultat.1.4.2 µ-entropie d'un G-espaeDé�nissons maintenant la µ-entropie et énonçons plusieurs propriétés sur ette dernière.Dé�nition 1.4.2 Soit B un G-espae mesurable de mesure de probabilité µ-stationnaire λ.La quantité :
E(B, µ, λ) =

∑

g

µ(g)I(g−1λ|λ)est appelée l'entropie de l'espae (B, λ) par rapport à µ (ou µ-entropie de la paire (B, λ)).



26 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSProposition 1.4.3 Soit B un G-espae mesurable de mesure de probabilité µ-stationnaire λ.Alors :1. E(B, µ, λ) = 0 si et seulement si λ est G-invariante.2. De plus λ étant µ-stationnaire, on a également :
1

µ(g−1)
≥ dg−1 ∗ λ

dλ
≥ µ(g)Démonstration1. (⇐) Évident.(⇒) Si E(B, µ, λ) = 0, alors ∀g, µ(g)I(g−1λ|λ) = 0.Or g ∈ suppµ, d'où µ(g) 6= 0, ie ∀g, I(g−1λ|λ) = 0, ie g−1λ = λ d'après l'assertion (2) de laproposition (1.4.1).2. Se déduit de la dé�nition de la onvolution des mesures λ et g−1 et de la µ-stationnarité de

λ.On peut également montrer la propriété suivante sur l'entropie de l'espae (B, λ) par rapport à µ :Proposition 1.4.4 Soit B un G-espae mesurable de mesure de probabilité µ-stationnaire λ. Alorsla µ-entropie E(B, µ, λ) satisfait l'inégalité :
E(B, µ, λ) ≤ −

∑

g

µ(g) log µ(g) = H(µ) (1.5)DémonstrationOn sait que :
E(B, µ, λ) =

∑

g

µ(g)I(g−1λ|λ)

= −
∑

g

µ(g)

∫
log

dg−1λ

dλ
(γ)dλ(γ)

≤ −
∑

g

µ(g)

∫
log µ(g)(γ)dλ(γ) d'après l'assertion (2) de la proposition (1.4.3) ;

= H(µ)D'où le résultat.Proposition 1.4.5 Soient µ et µ′ deux mesures de probabilité sur G.Soit λ une mesure µ et µ′-stationnaire.Alors λ est stationnaire par rapport à la onvolution µ ∗ µ′ et à toutes ombinaisons onvexes desmesures µ et µ′.DémonstrationSoient µ et µ′ deux mesures de probabilité sur G. On onsidère :
(µ ∗ µ′)(λ) =

∑

g

(µ ∗ µ′)(g)gλ

=
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2)g1g2λ

=
∑

g1

µ(g1)g1

∑

g2

µ′(g2)g2λ

=
∑

g1

µ(g1)g1µ
′λ

=
∑

g1

µ(g1)g1λ ar λ est µ′-stationnaire ;
= µλ

= λ ar λ est µ-stationnaire.



1.4. ENTROPIE DIFFÉRENTIELLE ET TRANSFORMÉE DE RADON-NIKODYM 27De la même façon, si on hoisit une ombinaison onvexe de µ et µ′, on a :
(αµ + βµ′)λ =

∑

g

(αµ + βµ′)(g)gλ

=
∑

g

(αµ(g) + βµ′(g))gλ

=
∑

g

αµ(g)gλ +
∑

g

βµ′(g)gλ

= α
∑

g

µ(g)gλ + β
∑

g

µ′(g)gλ

= αµλ + βµ′λ

= (α + β)λ ar λ est µ et µ′-stationnaire ;
= λProposition 1.4.6 Soient µ et µ′ deux mesures sur G.Soit B un G-espae mesurable de mesure de probabilité λ telle que µ ∗ λ = µ′ ∗ λ = λ, alors :

E(B, λ, µ ∗ µ′) = E(B, λ, µ) + E(B, λ, µ′)

E(B, λ, αµ + βµ′) = αE(B, λ, µ) + βE(B, λ, µ′)DémonstrationCes inégalités déoulent de la dé�nition de la µ-entropie. En e�et :
E(B, λ, µ ∗ µ′) =

∑

g

µ ∗ µ′(g)I(g−1λ|λ)

= −
∑

g

µ ∗ µ′(g)

∫
log

dg−1λ

dλ
(b)dλ(b)

= −
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2)

∫
log

d(g1g2)
−1λ

dλ
(b)dλ(b)

= −
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2)

∫
log

dλ(g1g2b)

dλ(b)
dλ(b)

= −
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2)

∫
log

dλ(g1g2b)

dλ(g2b)

dλ(g2b)

dλ(b)
dλ(b)

= −
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2)

∫
log

dλ(g1g2b)

dλ(g2b)
dλ(b) −

∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2)

∫
log

dλ(g2b)

dλ(b)
dλ(b)

= −
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2)

∫
log

dλ(g1g2b)

dλ(g2b)
dλ(b) −

∑

g1

µ(g1)
∑

g2

µ′(g2)

∫
log

dλ(g2b)

dλ(b)
dλ(b)

= −
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2)

∫
log

dλ(g1g2b)

dλ(g2b)
dλ(b) + E(B, λ, µ′)

= −
∑

g1,g2

µ(g1)µ
′(g2)

∫
log

dλ(g1b)

dλ(b)
dλ(g−1

2 b) via le hangement de variable b 7−→ g−1
2 b ;

= −
∑

g1

µ(g1)

∫
log

dλ(g1b)

dλ(b)

∑

g2

µ′(g2)dλ(g−1
2 b)

= −
∑

g1

µ(g1)

∫
log

dλ(g1b)

dλ(b)
dλ(b) par hypothèse sur λ ;

= E(B, λ, µ) + E(B, λ, µ′)
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E(B, λ, αµ + βµ′) =

∑

g

(αµ + βµ′)(g)I(g−1λ|λ)

=
∑

g

αµ(g)I(g−1λ|λ) +
∑

g

βµ′(g)I(g−1λ|λ)

= αE(B, λ, µ) + βE(B, λ, µ′)Corollaire 4.6.1 Soit λ une mesure de probabilité µ-stationnaire.Soit µ′ =
∑

k≥0 αkµk, où αk ≥ 0 et ∑k≥0 αk = 1, alors :
E(B, λ, µ′) = E(B, λ, µ) ×

∑

k≥0

kαkDémonstrationOn a :
E(B, λ, µ′) = E(B, λ,

∑

k≥0

αkµk) par dé�nition de µ′ ;
=
∑

k≥0

αkE(B, λ, µk) d'après la proposition préédente ;
=
∑

k≥0

αkkE(B, λ, µ) d'après la proposition préédente.Corollaire 4.6.2 Soit µ une mesure de probabilité sur le groupe G.Soit µ′ =
∑

k≥0 αkµk, où αk ≥ 0 et ∑k≥0 αk = 1, alors :
h(G, µ′) = h(G, µ) ×

∑

k≥0

kαkDémonstrationLa oïnidane des frontières Γ(G, µ) et Γ(G, µ′) (ette propriété est montrée dans [Kai83℄) et leorollaire (4.6.1) nous donnent le résultat.Corollaire 4.6.3 Si l'entropie H(µ) est �nie, alors :
E(B, λ, µ) ≤ h(G, µ)pour tout G-espae mesurable B de mesure de probabilité µ-stationnaire λ.DémonstrationCette a�rmation est une onséquene du orollaire (4.6.1) dans le as où µ′ = µk, de la proposition(1.4.4) et de la dé�nition de h(G, µ). Plus préisément, si µ′ = µk, alors :

E(B, λ, µ′) = E(B, λ, µ ∗ µ . . . ∗ µ) = kE(B, λ, µ)D'où :
E(B, λ, µ) =

E(B, λ, µk)

k
≤ H(µk)

kDon en passant à la limite sur k, on obtient le résultat, ie E(B, λ, µ) ≤ h(G, µ).1.4.3 Transformée de Radon-NikodymIntéressons-nous désormais au lien entre la µ-entropie et la transformée de Radon-Nikodym,puis nous énonerons un théorème permettant d'identi�er la frontière d'une marhe aléatoire, equi reviendra à déterminer une ondition néessaire et su�sante a�n que E(B, λ, µ) = h(G, µ).Dé�nition 1.4.3 Soit B un G-espae mesurable de mesure de probabilité µ-stationnaire λ.La transformée de Radon-Nikodym rn de l'espae (B, λ) est l'appliation mesurable de B dans RG(l'espae des fontions à valeurs réelles sur G ave la topologie de la onvergene pontuelle) dé�niepar la formule :
(rn(b))(g) =

dg ∗ λ

dλ
(b)Proposition 1.4.7 rn est un homomorphisme de l'espae mesurable (B, λ) sur son image.Dé�nition 1.4.4 Le support de la mesure rn ◦ λ (ompat par les inégalités (1.5)) sera noté

RN(B, λ) et appelé le ompat de Radon-Nikodym de l'espae (B, λ).



1.4. ENTROPIE DIFFÉRENTIELLE ET TRANSFORMÉE DE RADON-NIKODYM 29Remarques :1. Presque tous les éléments (par rapport à la mesure rn◦λ) de RN sont des fontions positives,
µ-harmoniques sur G, puisque λ est µ-stationnaire.2. Le ompat RN se réduit au point I si et seulement si la mesure λ est invariante.3. L'ation de G sur RN (induite par l'ation sur B) est donnée par la formule :

(hγ)(g) =
dg(rn ◦ λ)

drn ◦ λ
(hγ) =

dh−1g(rn ◦ λ)

dh−1(rn ◦ λ)
(γ) =

γ(h−1g)

γ(h−1)(la mesure rn ◦ λ est µ-stationnaire par rapport à ette ation).4. En tant qu'espae mesurable (RN, rn ◦ λ) est isomorphe au quotient de l'espae (B, λ) parla partition mesurable engendrée par l'ensemble dénombrable de Radon-Nikodym dérivé de
B :

∆g(b) =
dgλ

dλ
(b)Par onséquent, on obtient également :Proposition 1.4.8 Pour presque tout b ∈ B, on a :

dgλ

dλ
(b) =

dg(rn ◦ λ)

drn ◦ λ
(rn(b))DémonstrationPar dé�nition, on a : (rn(b))(g) =

dgλ

dλ
(b).D'après l'assertion (3) de la remarque préédente, on sait également que : dg(rn ◦ λ)

drn ◦ λ
(rn(b)) = (rn(b))(g).D'où le résultat.Proposition 1.4.9 La transformée de Radon-Nikodym ne hange pas la valeur de la µ-entropie,ie :

E(RN, rn ◦ λ, µ) = E(B, λ, µ)DémonstrationLes égalités qui suivent nous donne le résultat voulu :
E(RN, rn ◦ λ, µ) =

∑

g

µ(g)I(g−1rn ◦ λ|rn ◦ λ)

= −
∑

g

µ(g)

∫
log

dg−1rn ◦ λ

drn ◦ λ
(b)drn ◦ λ(b)

= E(B, λ, µ) d'après la proposition (1.4.8).Remarques : Grâe à la proposition (1.4.8), le ompat de Radon-Nikodym détermine unedéomposition de I en fontions µ-harmoniques positives (qui sont les éléments de RN) :
I =

∫
γdrn ◦ λ(γ)puisque pour presque tout g ∈ G, on a :

∫
γ(g)drn ◦ λ(γ) =

∫
dg(rn ◦ λ)

drn ◦ λ
(γ)drn ◦ λ(γ) = 1Considérons maintenant la transformée de Radon-Nikodym de la frontière Γ(G, µ) de la marhealéatoire.Pour ommener, rappelons que la frontière (Γ, ν) est isomorphe (omme G-espae mesurable) à lapartie ative de la frontière de Martin ∆1(G, µ) de mesure ν1 (représentant la mesure de I). Ainsil'ation de G sur la frontière de Martin se trouve être la même que l'ation de G sur RN .Alors par la relation :

I =

∫
(g−1γ)(x)dν1(g

−1γ) =

∫
γ(gx)

γ(g)
dgν1(γ), ∀g, x ∈ G



30 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSon obtient deux déompositions de I en fontions µ-harmoniques extrémales :
I =

∫
γdν1(γ) =

∫
γ

dgν1(γ)

γ(g)et par uniité de la mesure représentative de la frontière de Martin, il s'ensuit que pour presquetout γ ∈ ∆1(G, µ) :
dgν1

dν1
(γ) = γ(g)Ainsi, on a la propriété :Proposition 1.4.10 La transformée de Radon-Nikodym de la frontière (Γ, ν) est un isomorphismed'espaes mesurables et le ompat de Radon-Nikodym orrespondant RN de mesure rn ◦λ oïnideave la partie ative de la frontière de Martin ∆1(G, µ) de mesure ν1 (la mesure représentative de

I). Puisque haque déomposition de I en fontions µ-harmoniques peut être obtenue par intégra-tion d'une déomposition en fontions µ-harmoniques extrémales, on obtient grâe à la propositionpréédente :Proposition 1.4.11 Soit B un G-espae mesurable de mesure de probabilité µ-stationnaire λ.Le ompat de radon-Nikodym RN(B, λ) vu omme G-espae de mesure rn◦λ est un espae quotientde la frontière (Γ, ν).Théorème 1.4.12 Soit µ une mesure de probabilité sur G d'entropie H(µ) �nie.Soit B un G-espae mesurable de mesure de probabilité µ-stationnaire λ.Alors :
E(B, λ, µ) ≤ h(G, µ)et l'égalité a lieu si et seulement si le ompat de Radon-Nikodym (RN, rn ◦ λ) de l'espae (B, λ)est isomorphe en tant que G-espae à la frontière (Γ, ν) de la marhe aléatoire (G, µ).En d'autres termes l'égalité a lieu si et seulement si la transformée de Radon-Nikodym vue ommeun homomorphisme de G-espaes mesurables, fait ommuter le diagramme suivant :

RG

Γ

B

où l'appliation : Γ −→ RG est l'injetion anonique dé�nie dans la proposition (1.4.10).DémonstrationNous allons baser ette démonstration sur une propriété de la distane de Kullbak-Leibler :Lemme 1.4.1 Si ν1 et ν2 sont deux mesures équivalentes de l'espae X et p est une appliationmesurable surjetive de X dans X ′. Soient ν′
1 = p ◦ ν1 et ν′

2 = p ◦ ν2, alors :
I(ν′

1|ν′
2) ≤ I(ν1|ν2)et l'égalité a lieu si et seulement si presque sûrement :

dν1

dν2
(x) =

dν′
1

dν′
2

(p(x))



1.5. CONVOLUTIONS ET FRONTIÈRE TRIVIALE ; CONJECTURE DE FURSTENBERG31Démonstration du LemmeMontrons tout d'abord l'inégalité sur les distanes de Kullbak-Leibler.
I(ν′

1|ν′
2) = −

∫

X′

log
dν′

1

dν′
2

(x)dν′
2(x)

= −
∫

X′

log
dp ◦ ν1

dp ◦ ν2
(x)dp ◦ ν2(x)

= −
∫

X

log
dp ◦ ν1

dp ◦ ν2
(p(x))dp ◦ ν2(p(x)) par hangement de variable x 7−→ p(x) ;

= −
∫

X

log
dν1

dν2
(x)dp ◦ ν2(p(x))

≤ I(ν1|ν2) ar p est surjetive.Montrons maintenant la ondition équivalente pour avoir l'égalité.(⇒) Si I(ν1|ν2) = I(ν′
1|ν′

2), alors par le théorème de nullité de l'intégrale, on trouve que dν1

dν2
(x) =

dν′
1

dν′
2

(p(x))pour tout x ∈ X .(⇐) Si dν1

dν2
(x) =

dν′
1

dν′
2

(p(x)) pour tout x ∈ X , alors en passant au logarithme, puis à l'intégraledans ette égalité, on trouve le résultat.Démontrons maintenant le théorème.Soit (RN, rn ◦λ) le ompat de Radon-Nikodym de l'espae (B, λ). D'après la proposition (1.4.11),on sait qu'il existe une fatorisation p : Γ −→ RN .D'après le lemme donné i-dessus sur la distane de Kullbak-Leibler et la proposition (1.4.9), ona :
E(B, λ, µ) = E(RN, rn ◦ λ, µ)

=
∑

g

µ(g)I(g−1(rn ◦ λ)|rn ◦ λ)

≤
∑

g

µ(g)I(g−1ν|ν) = h(G, µ)L'égalité E(B, λ, µ) = h(G, µ) est équivalente à l'égalité :
dgν

dg
(γ) =

dg(rn ◦ λ)

drn ◦ λ
(p(γ)) (1.6)pour tout g ∈ suppµ et pour presque tout γ ∈ Γ.Par la non dégénéresene de µ, on obtient que (1.6) est vraie pour tout g ∈ G, or d'après laproposition (1.4.10) ela signi�e que p est un isomorphisme de G-espaes mesurables, d'où lerésultat.BilanDans ette partie, nous avons vu une autre façon de déterminer la frontière d'une marhealéatoire sur un groupe, elle-i permet en partant d'un objet onnu sur le groupe de l'identi�er àla frontière de la marhe aléatoire sous ertaines onditions. Nous allons don pouvoir poursuivredans ette voie et exempli�er ela.1.5 Convolutions et frontière triviale ; Conjeture de Fursten-bergNous allons, dans ette partie, énoner un autre ritère de trivialité de la frontière faisantintervenir la onvolution de la mesure sur le groupe. Puis nous verrons le as partiulier desgroupes moyennables.



32 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETS1.5.1 Trivialité de la frontière et distribution uniformeÉnonçons un nouveau ritère de trivialité.Théorème 1.5.1 Soit µ une mesure de probabilité sur G.Alors la frontière Γ(G, µ) de la marhe aléatoire orrespondante est triviale si et seulement sila ondition renforée qui suit, sur l'uniformité de la distribution, est vraie pour presque toutetrajetoire y ∈ G∞ et pour tout g ∈ suppµ :
lim
n

µn−1(g
−1yn)

µn(yn)
= 1DémonstrationLa probabilité onditionnelle de l'ensemble ylindrique C1

g (quand la n-ième oordonnée de latrajetoire est �xée) est égale à :
P

µ(C1
g |Cn

y ) = µ(g)
µn−1(g

−1yn)

µn(yn)(⇒) Si la frontière Γ(G, µ) est triviale, alors le théorème de onvergene pour les probabilitésonditionnelles nous donne :
P

µ(C1
g |Cn

y ) −→ P
µ(C1

g |η) = P
µ(C1

g ) = µ(g)(⇐) Inversement, si :
µn−1(g

−1yn)

µn(yn)
−→ 1pour tout g ∈ suppµ, alors :

µn−k(g−1yn)

µn(yn)
−→ 1pour tout g ∈ suppµk et presque toute trajetoire y. Cei signi�e exatement que tous les ensemblesylindriques Ck

g (d'où tous les ensembles ylindriques C0,...,k
g0,...gk

) sont indépendants de la σ-algèbrerésiduelle A∞.Don A∞, η et Γφ(G, µ) sont triviaux par la loi 0-1 de Kolmogorov.1.5.2 Convergene des onvolutions vers une moyenne invarianteIntéressons-nous maintenant à la frontière des marhes aléatoires sur les groupes moyennables.Dé�nition 1.5.1 Une suite {φn} de mesures de probabilité sur G est dite faiblement onver-gente vers une moyenne (ie une mesure �niement additive) invariante à gauhe sur G, si la suite
{gφn − φn} tend vers 0 faiblement dans ℓ∞(G)∗, pour tout g ∈ G.Elle est dite fortement onvergente vers une moyenne invariante à gauhe, si {gφn−φn} tend vers0 en norme ℓ1(G) (ii l'invariane à gauhe signi�e que la moyenne φ véri�e : gφ(A) = φ(g−1A),e qui orrespond au déalage à gauhe de φ par g).Dé�nition 1.5.2 La période de la mesure de probabilité µ est dé�nie omme étant le plus granddiviseur ommun de l'ensemble {K ≥ 0, µK(e) ≤ 0} et µ est dite apériodique si sa période vaut 1.Théorème 1.5.2 Soit µ une mesure de probabilité non dégénérée et apériodique sur G. Alors lesonditions suivantes sont équivalentes :1. la frontière Γ(G, µ) est triviale ;2. la suite {µn} des onvolutions de la mesure µ onverge fortement vers une moyenne invarianteà gauhe sur G ;3. la suite {µn} des onvolutions de la mesure µ onverge faiblement vers une moyenne invari-ante à gauhe sur G.



1.5. CONVOLUTIONS ET FRONTIÈRE TRIVIALE ; CONJECTURE DE FURSTENBERG33DémonstrationPar apériodiité de µ, on peut sans perte de généralité, supposer que l'élément neutre du groupeest hargé par µ.(i) ⇒ (ii) Puisque e ∈ suppµ, d'après le théorème (1.5.1), on a :
lim
n

µn−1(g
−1yn)

µn(yn)
= lim

n

µn−1(g
−1yn)

µn−1(yn)

= lim
n

µn(g−1yn)

µn(yn)

= 1pour tout g ∈ suppµ et presque tout y ∈ G∞, d'où :
µn

{
x ∈ G,

∣∣∣∣1 − µn(g−1x)

µn(x)

∣∣∣∣ > ǫ

}
−→ 0pour tout g ∈ suppµ et pour tout ǫ > 0.Puisque suppµ engendre G par la non dégénéresene de µ, ela omplète la preuve.(ii) ⇒ (iii) Cette impliation est faile à démontrer.(iii) ⇒ (i) Appliquons le fait que la trivialité de la frontière Γ(G, µ) est équivalente à l'absenede fontion µ-harmonique bornnée non triviale sur G.Soit f une telle fontion, alors ∀x ∈ G, on a :

f(x) =
∑

g

f(g)µn(x−1g)et en partiulier :
f(e) =

∑

g

f(g)µn(g)Soustrayons es deux égalités :
f(x) − f(e) =

∑

g

f(g)(µn(x−1g) − µn(g))Par onvergene faible de {µn} vers une moyenne invariante à gauhe et par le fait que la fontion
f est bornée, le �té droit de l'égalité tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni.D'où f(x) = f(e), ∀x ∈ G, ie f est onstante.Don toute fontion µ-harmonique bornée est onstante sur G et ainsi Γ(G, µ) est triviale.Corollaire 5.2.1 Si G n'est pas moyennable (ie n'admet pas de moyenne invariante), alors lafrontière Γ(G, µ) est non triviale pour toute mesure non dégénérée sur G.Remarque : Si µ est périodique, de période d > 1, alors une assertion analogue sur la suite desmesures µn = 1

d
(µn + µn+1 + . . . + µn+d−1) permet d'obtenir un résultat similaire.Remarque : L'existene d'une suite de mesures onvergeant faiblement vers une moyenne invari-ante à gauhe est onnue omme étant équivalente à l'existene d'une suite de mesures onvergeantfortement vers une moyenne invariante à gauhe. Le théorème (1.5.2) nous montre que es typesde onvergeane oïnident pour des suites de onvolutions.Remarque : La marhe aléatoire à droite et elle à gauhe di�èrent en tant que proessus deMarkov mais leurs distributions unidimensionnelles oïnident. Le ritère de trivialité de la frontièredonné par le théorème (1.2.5) dépend seulement des distributions unidimensionnelles de la marhealéatoire et ne dépend pas du fait que elle-i soit à droite ou à gauhe. Don, si on se donne unemesure µ d'entropie H(µ) �nie, les frontières des marhes aléatoires à gauhe et à droite seronttriviales (ou non triviales) en même temps et la onvergene (faible ou forte) des onvolutions µnvers une moyenne invariante à gauhe est équivalente à la onvergene (faible ou forte) de la suite

µn vers une moyenne invariante à droite sur G. Cependant ette équivalene n'a pas lieu pour desmesures d'entropies in�nies.



34 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSExemple : Reprenons l'exemple sur Z, on a montré préédemment que Z était moyennable, deplus la mesure de probabilité µ sur Z est bien non dégénérée et apériodique (ar µ(0) = p(0, 0) = 0)don d'après le théorème (1.5.2) on retrouve le fait que la frontière de la marhe aléatoire est triviale.1.5.3 Convolutions et MoyennabilitéConsidérons à présent quelques ritères permettant de montrer qu'un groupe est moyennable.Proposition 1.5.3 (Critère de Reiter) La ondition de Reiter est l'une des onditions équiva-lentes donnant la moyennabilité d'un groupe G.Un groupe G est moyennable si et seulement si pour tout sous-ensemble �ni K ⊂ G et pour tout
ǫ > 0, il existe une mesure de probabilité φ sur G telle que :

‖ φ − gφ ‖< ǫ, ∀g ∈ KOn peut reformuler ette ondition de la façon suivante :
G est moyennable si et seulement si il existe une suite de mesures de probabilité φn sur G telleque :

lim
n

‖ φn − gφn ‖= 0, ∀g ∈ GDémonstrationPour une démonstration de ette proposition se référer à l'appendie G de [BdlHV08℄.On peut dès lors se demander si l'on peut hoisir la suite {φn} ave des propriétés partiulières.Par exemple, ette suite peut-elle être onstituée de onvolutions de mesure ?Le ritère qui suit répond à ette question.Théorème 1.5.4 A�n qu'un groupe dénombrable G soit moyennable, il est néessaire et su�santqu'il existe une mesure de probabilité µ non dégénérée sur G telle que :
lim
n

‖ µn − gµn ‖= 0, ∀g ∈ Goù µn est la n-ième onvolution de µ.DémonstrationLa démonstration onsiste en la onstrution direte de la mesure désirée en utilisant la onditionde Reiter.Soit e ∈ K0 ⊂ K1 ⊂ . . . une suite roissante exhaustive d'ensembles �nis dans G (ie ∪Ki = G).Soient {ti}i=1,...,∞ et {ǫi}i=1,...,∞ deux suites de nombres réels positifs telles que : ∑∞
i=1 ti = 1 etla suite {ǫi} déroit vers 0.Soit {ni} une suite d'entiers telle que : (t1 + t2 + . . . + ti−1)

ni < ǫi.Le groupe G est moyennable, don d'après la ondition de Reiter, il existe une suite de mesuresde probabilité {αm} sur G à supports �nis Am = suppαm telle que la ondition suivante soitsatisfaite :
‖ αm − gαm ‖< ǫm, ∀g ∈ Bm = Km ∪ (Am−1)

nm (1.7)De plus, on peut hoisir les mesures αm de telles sortes qu'elles satisfassent la onditionAm = suppαm ⊃ Bm.À présent, soit :
µ =

∞∑

m=1

tmαmMontrons alors que µ est la mesure voulue.Soit g ∈ G, alors g ∈ Am−1 pour un ertain entier naturel m. Notons l'élément nm de la suite {ni}par n. Considérons la n-ième onvolution de µ :
µn =

∑

k

tk1
. . . tkm

αk1
∗ . . . ∗ αknoù la somme est prise pour tous les multi-indies k = (k1, . . . , kn), ave les ki ≥ 0.Subdivisons la somme i-dessus en deux :

ν1 =
∑

|k|<m

tk1
. . . tkn

αk1
∗ . . . ∗ αkn

ν2 = µn − ν1|k|



1.5. CONVOLUTIONS ET FRONTIÈRE TRIVIALE ; CONJECTURE DE FURSTENBERG35où |k| = maxi ki.Alors :
‖ ν1 ‖=

∑

|k|<m

tk1
. . . tkn

= (t1 + . . . + tm−1)
nm < ǫmConsidérons maintenant la mesure ν2 :

ν2 =
∑

|k|≥m

tk1
. . . tkn

αk1
∗ . . . ∗ αknFixons un multi-indie k = (k1, . . . , kn) tel que |k| ≥ m.Soit j le plus petit indie tel que l'inégalité kj ≤ m soit véri�ée, alors on peut réérire θ = αk1

∗. . .∗αknsous la forme :
θ = θ1 ∗ αkj

∗ θ2Puisque l'inégalité ki < m est vraie pour tout i < j par dé�nition de j, l'inlusion suppαki
⊂ Am−1est aussi vraie pour tout i < j (les ensembles Am étant roissants).Puisque j ≤ n, on a aussi l'inlusion :

supp θ1 ⊂ (Am−1)
n−1En plus de ela, g ∈ Am−1, don supp gθ1 ⊂ (Am−1)

n, d'où par (1.7) les inégalités :
‖ αkj

− gθ1 ∗ αkj
‖ < ǫm

‖ αkj
− θ1 ∗ αkj

‖ < ǫmsont véri�ées.Par onséquent :
‖ gθ1 ∗ αkj

− θ1 ∗ αkj
‖< 2ǫmD'où :

‖ gθ1 ∗ αkj
∗ θ2 − θ1 ∗ αkj

∗ θ2 ‖< 2ǫmie ‖ gθ − θ ‖< 2ǫm.Cette dernière inégalité implique :
‖ gν2 − ν2 ‖< 2ǫmEt puisque ‖ ν1 ‖< ǫm (d'où ‖ gν1 ‖< ǫm), on obtient :
‖ gµn − µn ‖< 4ǫmLa démonstration est ainsi terminée ar la suite de normes {‖ gµn − µn ‖} est déroissante et lesensembles Am exhaustifs par rapport à G (don haque g appartient à tous les ensembles Am pour

m su�samment grand et ‖ gµn − µn ‖−→ 0).Remarque : Le as d'un groupe arbitraire loalement ompat σ-ompat (ie il s'érit ommeune union dénombrable de sous-espaes ompats) peut être traité de la même façon en remplaçantles ensembles �nis Ki par des ompats.Remarque : Les mesures αi obtenues via la ondition de Reiter peuvent être hoisies symétriques.Ainsi la mesure onstruite µ est aussi symétrique et la suite de ses onvolutions onverge vers unemoyenne bivariante sur G.1.5.4 Conjeture de FurstenbergIi, nous allons démontrer la onjeture de Furstenberg grâe à e qu'on a fait préédemment.Théorème 1.5.5 Pour haque groupe G dénombrable moyennable, il existe une mesure de prob-abilité µ non dégénérée symétrique telle que la frontière Γ(G, µ) de la marhe aléatoire orrespon-dante soit triviale.DémonstrationLa démonstration déoule du ritère de Reiter et du théorème (1.5.2).



36 CHAPITRE 1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETSRemarque : En passant (si néessaire) de la mesure µ à une ombinaison onvexe de ses on-volutions (e remplaement ne hange pas la frontière Γ), on peut montrer que le support de lamesure µ peut être G tout entier.Ainsi le théorème (1.5.5) prouve la onjeture suivante due à Furstenberg : " Un groupe G possèdeune mesure µ dont le support est G en entier et pour laquelle la frontière Γ(G, µ) est triviale si etseulement si G est moyennable."BilanDans ette partie, nous avons vu que les groupes moyennables admettent des marhes aléatoiresdont la frontière est triviale, e qui étend énormément la lasse des groupes admettant de tellesmarhes aléatoires.ConlusionGrâe aux di�érents ritères que nous avons énoné, nous avons pu voir se dessiner une lassi-�ation des groupes selon la trivialité ou non de la frontière de marhes aléatoires sur eux-i etnous sommes arrivés à la onlusion que les groupes �nis, nilpotents, moyennables admettent detelles marhes aléatoires.Cependant e ne sont pas forément a priori es groupes qui s'avèrent être les plus intéressants,aussi maintenant que nous avons établi lesquels admettaient des marhes aléatoires dont la fron-tière est triviale et omment le montrer, nous allons poursuivre ave un as partiulier de groupespour lequel des marhes aléatoires ont des frontières non triviales.



Chapitre 2Étude de la frontière des groupeshyperboliquesIntrodutionDans e hapitre nous allons nous intéresser à des méthodes permettant d'identi�er la frontièrede Poisson de marhes aléatoires sur des groupes ayant des propriétés hyperboliques. Puis nousappliquerons elles-i aux groupes hyperboliques. Ces derniers nous fournissant alors un exemplepour lequel la frontière de Poisson de marhes aléatoires n'est pas triviale.2.1 Marhes aléatoires sur les groupes et frontière de PoissonDans ette partie nous allons e�etuer quelques rappels sur les marhes aléatoires sur lesgroupes, l'espae des hemins, la frontière de Poisson et nous introduirons également quelquesnouveaux onepts qui nous serviront de point de départ pour l'identi�ation de la frontière dePoisson de marhes aléatoires sur des groupes ayant des propriétés hyperboliques.2.1.1 Marhe aléatoire sur un groupeDans un premier temps, ommençons par rappeler les dé�nitions de marhe aléatoire sur ungroupe et elle de l'opérateur de Markov assoié à ette marhe aléatoire.Dé�nition 2.1.1 La marhe aléatoire (G, µ) à droite sur le groupe G, déterminée par la mesure deprobabilité µ, est la haîne de Markov homogène d'espae d'états G et de probabilités de transition :
p(y|x) = p(x, y) = µ(x−1y), ∀x, y ∈ Gqui sont invariantes sous l'ation anonique à gauhe de G sur lui-même.Remarque : La position xn de la marhe aléatoire au temps n est obtenue de sa position x0 autemps 0 en multipliant à droite par des inréments µ-distribués hi :

xn = x0h1 . . . hn (2.1)Dé�nition 2.1.2 L'opérateur de Markov P des probabilités de transition de la marhe aléatoire
(G, µ) est dé�ni par :

Pf(x) =
∑

x

p(x, y)f(y) =
∑

h

f(xh)µ(h)Remarques :� On note ii l'opérateur de Markov par P et non par Pµ omme dans le hapitre 1 dans lebut d'alléger les notations par la suite.� Si θ est la distribution de la position de la marhe aléatoire au temps n, alors θ ∗ P = θ ∗ µest la distribution de sa position au temps n + 1.37



38 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUES2.1.2 Espae des hemins simplesDans e paragraphe, nous allons rappeler e qu'est l'espae des hemins simples et énonerquelques dé�nitions fondamentales sur elui-i et les mesures de probabilité sur les groupes.Dé�nition 2.1.3 Le produit artésien in�ni du groupe G ave lui-même sera noté GZ+ ou G∞.Les éléments de e produit x = (x0, x1, x2, . . .) sont appelés trajetoires et l'ensemble GZ+ est appelél'espae des trajetoires (ou l'espae des hemins simples).Remarque : Dans e hapitre nous utiliserons la notation GZ+ pour l'espae des hemins ouespae des hemins simples a�n de ne pas onfondre ave l'espae GZ des hemins bilatéraux quenous dé�nirons plus tard.Dé�nition 2.1.4Les sous-ensembles ylindriques de l'espae des hemins sont dé�nis par :
C0,...,n

g = {x ∈ GZ+ , xi = gi, ∀0 ≤ i ≤ n} =

n⋂

i=0

Ci
goù Ci

g = {x ∈ GZ+ , xi = g} sont les ylindres unidimensionnels.Dé�nition 2.1.5 Une distribution initiale θ sur G détermine la mesure de Markov Pθ (notée θPµdans le hapitre 1) sur l'espae des hemins qui est dé�nie omme étant l'image par l'isomorphisme(2.1) de la mesure θ ⊗⊗∞
n=1 µ.Dé�nition 2.1.6 Soient µ et ν deux mesures de probabilité sur un groupe X. On dé�nit leuronvolution pour tout A ∈ B(X) par :

µ ∗ ν(A) =

∫
µ(Ax−1)dν(x)

=

∫
ν(x−1A)dµ(x)De plus pour tout point x ∈ X, on note par x la mesure dégénérée du point x et par µ ∗ x latranslation à droite de la mesure µ par x et on a alors pour tout A ∈ B(X) :

(µ ∗ x)(A) = µ(Ax−1)Remarque : Comme dans le hapitre 1, pour simpli�er l'ériture de ertaines formules, onomettra de mettre le symbole ∗.Dé�nition 2.1.7 La distribution unidimensionnelle de la mesure Pθ au temps n (ie son imagesous la projetion y 7−→ yn) est θ ∗ Pn = θ ∗ µn, où µn est la n-ième onvolution de µ.Dé�nition 2.1.8 On note par P la mesure sur l'espae des hemins orrespondant à la distributioninitiale onentrée sur l'élément identité e du groupe G.Remarques :� Toutes les mesures Pθ = θ ∗ P sont dominées par la mesure (σ-�nie) Pm, où m est la mesurede omptage sur G.� L'espae (GZ+ , Pm) est un espae de Lebesgue, e qui nous permet d'utiliser la théorie er-godique sur et espae, e que nous ferons par la suite.2.1.3 Frontière de PoissonNous allons maintenant dé�nir à nouveau la frontière de Poisson et la mesure sur ette dernière.Dé�nition 2.1.9 On dé�nit le déalage temporel T de l'espae des hemins GZ+ omme étantl'appliation :
GZ+ −→ GZ+

{yn} 7−→ {yn+1}



2.1. MARCHES ALÉATOIRES SUR LES GROUPES ET FRONTIÈRE DE POISSON 39Proposition 2.1.1 Pour toute mesure θ sur G, on a la formule suivante :
T ∗ Pθ = Pθ∗P = Pθ∗µ (2.2)où T est le déalage dé�ni i-dessus.DémonstrationPar dé�nition, on sait que Pθ = θ ∗ P.D'où Pθ∗P = (θ ∗ P ) ∗ P et Pθ∗µ = (θ ∗ µ) ∗ P.Or, d'après la dé�nition (2.1.7), on sait que θ ∗ P = θ ∗ µ, d'où Pθ∗P = Pθ∗µ.De plus par dé�nition, si θ est la distribution de la marhe aléatoire au temps n alors θ ∗P = θ ∗µsera la distribution de la marhe aléatoire au temps n + 1, d'où par dé�nition du déalage T ,

T ∗ θ = θ ∗ P = θ ∗ µ.D'où T ∗ θ ∗ P = θ ∗ P ∗ P, ie T ∗ Pθ = Pθ∗P .Dé�nition 2.1.10 Une appliation T : X −→ X est dite ergodique par rapport à une mesuredonnée, si tout ensemble mesurable invariant sous T est de mesure nulle ou de omplémentaire demesure nulle.Dé�nition 2.1.11 L'espae Γ des omposantes ergodiques du déalage T sur l'espae des hemins
(GZ+ , Pm) est appelé la frontière de Poisson de la marhe aléatoire (G, µ).Remarque : De façon plus détaillée, si on note AT la σ-algèbre des ensembles mesurables T -invariants, puisque (GZ+ , Pm) est un espae de Lebesgue, il existe un (unique à isomorphisme près)espae mesurable Γ (l'espae des omposantes ergodiques) et une appliation bnd : GZ+ −→ Γ telsque la σ-algèbre AT oïnide ave la σ-algèbre des images réiproques par bnd des sous-ensemblesmesurables de Γ.Dans toute la suite on note η la partition mesurable orrespondante de l'espae des hemins dansles images réiproques par bnd des points de Γ. On appellera η la partition de Poisson.Remarque : L'ation des oordonnées de G sur l'espae des hemins ommute ave le déalage
T , don elle se projette en une ation anonique de G sur Γ.Dé�nition 2.1.12 La mesure ν dé�nie par ν = bnd (P) sur la frontière de Poisson est appelée lamesure harmonique.Dans toute la suite, on onsidère Γ la frontière de Poisson de (G, µ) et ν = νe la mesureharmonique déterminée par e omme point de départ.Sauf mention ontraire, auune ondition n'est imposée que e soit sur le groupe gr(µ) engendrépar le support de µ ou sur le semi-groupe sgr(µ) engendré par le support de µ.Proposition 2.1.2 Soit T le déalage temporel, soit P la mesure sur GZ et soit ν la mesureharmonique, alors :

ν = bnd (T ∗ P) = bnd (Pµ) = µ ∗ bnd (P) = µ ∗ ν =
∑

g

µ(g)g ∗ νie la mesure harmonique ν est µ-stationnaire.De plus, la translation g ∗ ν est absolument ontinue par rapport à ν, pour tout g ∈ sgr(µ).DémonstrationL'ensemble Γ est par dé�nition l'ensemble des omposantes ergodiques du déalage T , ie omme
bnd : GZ+ −→ Γ et par dé�nition de la mesure ν, alors ν = bnd (P) = bnd (T ∗ P).Ensuite, d'après la proposition (2.1.1), on sait que Pµ = T ∗ P d'où ν = bnd (T ∗ P) = bnd (Pµ).En�n bnd (Pµ) = µ ∗ bnd (P) = µ ∗ ν =

∑
g µ(g)g ∗ ν par dé�nition de ν et de la onvolution de

µ ave ν. Ainsi par dé�nition de l'absolue ontinuité d'une mesure par rapport à une autre, on aégalement que g ∗ ν est absolument ontinue par rapport à ν.



40 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUES2.1.4 Déalage de BernouilliPoursuivons notre étude en dé�nissant le déalage de Bernouilli et en énonçant un premierlemme sur e dernier.Dé�nition 2.1.13 Le déalage de Bernouilli sur l'espae des inréments de la marhe aléatoiredétermine une transformation ergodique de l'espae des hemins (GZ+ , P) : U , préservant la mesureet dé�nie pour n ∈ N par :
(Ux)n = x−1

1 xn+1Lemme 2.1.1 Pour P-presque tout hemin simple x = {xn} ∈ GZ+ , on a :
bnd (x) = x1(bnd (Ux))DémonstrationMontrons au préalable que Tx = x1(Ux).Soit n ∈ N, alors par dé�nition du déalage T , on a (Tx)n = xn+1 et par dé�niton du déalage U ,on a (x1(Ux))n = x1x

−1
1 xn+1. D'où Tx = x1(Ux).Montrons maintenant la relation du lemme. Soit A ∈ B(G), alors d'après la dé�nition de la onvo-lution :

bnd ∗ x(A) = bnd (Ax−1)et
x1 ∗ bnd ∗ Ux(A) = x1 ∗ (bnd (A(Ux)−1)) = bnd (x−1

1 A(Ux)−1) = bnd (A(Tx)−1) = bnd (Ax−1)d'après la relation que l'on vient de montrer. D'où le résultat.2.1.5 µ-frontièreIntroduisons désormais le onept de µ-frontière qui va s'avérer fondamental pour la suite.Dé�nition 2.1.14 Le quotient (Γξ, νξ) de la frontière de Poisson (Γ, ν) par une ertaine partitionmesurable G-invariante ξ est appelée une µ-frontière.Ainsi, par dé�nition, la frontière de Poisson est la µ-frontière maximale.Remarque : Un autre moyen de dé�nir une µ-frontière est de dire que 'est un G-espae munid'une mesure µ-stationnaire λ telle que xn∗λ onverge faiblement vers une δ-mesure pour P-presquetout hemin {xn} de la marhe aléatoire (G, µ).Dé�nition 2.1.15 On note par bnd ξ la projetion anonique :
bnd ξ : (GZ+ , P) −→ (Γ, ν) −→ (Γξ, νξ)et par ηξ la partition orrespondante de l'espae des hemins.Ainsi le problème de la desription de la frontière de Poisson de la paire (G, µ) se ramène à :1. trouver (de manière géométrique ou ombinatoire) une µ-frontière (B, λ) ;2. montrer que ette µ-frontière est maximale.2.1.6 µ-maximalitéTerminons ette partie en dé�nissant le onept de µ-maximalité.Dé�nition 2.1.16 Une ompati�ation du groupe G est dite µ-maximale si les hemins simplesde la marhe aléatoire (G, µ) onvergent presque sûrement dans la ompati�ation et la µ-frontièreonsidérée est en fait isomorphe à la frontière de Poisson de (G, µ).Remarque : La ompati�ation d'un groupe est dé�nie dans le paragraphe qui suit.



2.2. COMPACTIFICATION DES GROUPES ET µ-FRONTIÈRE 41BilanNous sommes maintenant en mesure de ommener l'étude des méthodes permettant d'identi�erla frontière de Poisson de marhes aléatoires sur des groupes ayant des propriétés hyperboliques,étant donné que nous avons rappelé et dé�ni tous les outils dont nous avions besoin. Désormaisnotre but est de montrer des ritères de maximalité des µ-frontières et de µ-maximalité des om-pati�ations en utilisant l'entropie des marhes aléatoires.2.2 Compati�ation des groupes et µ-frontièreDans ette partie nous allons introduire des résultats intermédiaires qui nous permettront en-suite de traiter l'exemple des groupes hyperboliques plus failement et d'énoner des théorèmesidenti�ant la frontière de Poisson de marhes aléatoires de façon plus aisée.2.2.1 Compati�ation d'un groupeDé�nissons tout d'abord la ompati�ation d'un groupe et introduisons deux onditions surelle-i.Dé�nition 2.2.1 Soient T et S deux G-espaes d'un groupe G. Soit f : T −→ S, alors f est dite
G-équivariante si pour tout t ∈ T et tout g ∈ G, elle véri�e f(gt) = gf(t).Dé�nition 2.2.2 On dé�nit par G = G ∪ ∂G la ompati�ation d'un groupe dénombrable G.Dans toute la suite, ette ompati�ation G sera ompatible ave la struture du groupe Gdans le sens que l'ation de G sur lui-même par translation à gauhe s'étend en une ation de Gpar homéomorphisme.On supposera également toujours que G est séparable et on introduit les onditions suivantes sur
G :Condition 1 Si une suite gn ∈ G onverge vers un point de ∂G dans la ompati�ation G, alorsla suite gnx onverge vers la même limite ∀x ∈ G.Condition 2 La frontière ∂G onsiste en au moins trois points et il existe une appliation boréli-enne G-équivariante S :

S : ∂G × ∂G −→ B(G)

(b1, b2) 7−→ S(b1, b2) 6= ∅telle que pour tout triplet (α, β, γ) ∈ (∂G)3, il existe des voisinages α ∈ Oα ⊂ G, β ∈ Oβ ⊂ ∂G et
γ ∈ Oγ ⊂ ∂G tels que :

S(b1, b2) ∩ Oα = ∅ ∀b1 ∈ Oβ , ∀b2 ∈ OγRemarque : La ondition (1) est appelée projetivité et la ondition (2) signi�e que les pointsde ∂G sont séparés par des bandes S(b1, b2).Comme nous allons le voir par la suite, il s'avère pratique de onsidérer pour S(b1, b2) la réunionde toutes les géodésiques bi-in�nies de G (provenant de la struture de graphe de Cayley) ayant
b1 et b2 pour extrémités.2.2.2 Une première utilisation des onditions (1) et (2)Énonçons maintenant un premier résultat de onvergene pour un groupe dont la ompati�-ation satisfait les onditions que nous venons de poser.Dé�nition 2.2.3 Soit µ une mesure sur un espae mesurable (X, S).Un ensemble E ⊂ S est appelé un atome pour la mesure µ si :1. µ(E) > 0 ;2. soit F ∈ S, alors soit µ(E ∩ F ) = 0, soit µ(E \ F ) = 0.



42 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESDé�nition 2.2.4 Soit µ une mesure sur un espae mesurable (X, S).On dit que la mesure µ est purement atomique ou simplement atomique si tout ensemble mesurablede mesure stritement positive ontient un atome.On dit que µ est non-atomique s'il n'existe pas d'atome pour µ, e qui signi�e que tout ensemblemesurable de mesure stritement positive peut s'érire omme la réunion disjointe de deux ensem-bles mesurables de mesures stritement positives.Lemme 2.2.1 Soit G = G ∪ ∂G une ompati�ation satisfaisant les onditions (1) et (2).Soit (gn) ⊂ B une suite telle que gn −→ b ∈ ∂G.Alors pour toute mesure de probabilité non-atomique λ sur ∂G, les translations gn ∗ λ onvergentvers la mesure pontuelle δb pour la topologie faible-∗.DémonstrationSoit G = G ∪ ∂G satisfaisant les onditions (1) et (2). Tout d'abord, si gnb −→ b, ∀b ∈ ∂G alors iln'y a rien à démontrer.Montrons à présent que seulement le as préédent a lieu. Pour ela on suppose le ontraire et alorsen passant à une sous-suite, on sait qu'il va exister b1 ∈ ∂G tel que gnb1 −→ b1 6= b.Or on sait que gnb −→ b, ∀b 6= b1. En e�et, sinon quitte à re-extraire, on aurait l'existene d'unélément b2 6= b1 tel que gnb2 −→ b2 6= b et si on onsidère un point x ∈ S(b1, b2), alors d'après laondition (2) les seules limites possibles pour gnx sont b1 ou b2, e qui ontredit la ondition (1).D'où néessairement gnb −→ b, pour tout b ∈ ∂G.En�n, puisque la mesure λ est purement non-atomique, ette a�rmation implique que gn∗λ −→ δb.Ainsi toute suite (gn) telle que gn −→ b admet une sous-suite (gnk
) telle que gnk

∗ λ −→ δb, ie
gn ∗ λ −→ δb.2.2.3 Sous-groupe élémentaireIntroduisons à présent la notion de sous-groupe élémentaire.Dé�nition 2.2.5 Un sous-groupe G′ ⊂ G est dit élémentaire par rapport à la ompati�ation
G = G ∪ ∂G si G′ �xe un sous-ensemble �ni de ∂G, ie e sous-ensemble est invariant par l'ationde G′ sur ∂G.2.2.4 Un résultat fondamentalTerminons ette partie ave un premier théorème important donnant l'existene d'une µ-frontière.Théorème 2.2.1 Soit G = G ∪ ∂G une ompati�ation séparable d'un groupe dénombrable Gsatisfaisant les onditions (1) et (2).Soit µ une mesure de probabilité sur G telle que le sous-groupe gr(µ) engendré par le support de µsoit non-élémentaire par rapport à la ompati�ation.Alors P-presque tout hemin x = {xn} onverge vers une limite Πx ∈ ∂G, la mesure limite λ = Π∗Pest purement non-atomique, l'espae mesurable (∂G, λ) est une µ-frontière et λ est l'unique mesurede probabilité µ-stationnaire sur ∂G.DémonstrationPar ompaité de ∂G, il existe une mesure de probabilité µ-stationnaire λ sur ∂G.Montrons que ette mesure est purement non-atomique par l'absurde.Soit m le poids maximal de ses atomes. Soit Am ⊂ ∂G l'ensemble �ni des atomes de poids m.Puisque λ est µ-stationnaire, on a :

λ = µ ∗ λ =
∑

g

µ(g)g ∗ λD'où par dé�nition de la onvolution pour tout b ∈ Am :
λ(b) =

∑

g

µ(g)g ∗ λ(b) =
∑

g

µ(g)λ(g−1b)D'où Am est sgr−1(µ)-invariante (par dé�nition de l'invariane) et par �nitude de Am, on a aussique Am est gr(µ)-invariante, e qui est impossible ar le groupe gr(µ) est non-élémentaire, ie ne



2.3. MESURES CONDITIONNELLES ET TRANSFORMÉE DE DOOB 43�xe auun sous-ensemble �ni de ∂G. Don λ est bien purement non-atomique.De plus, puisque la mesure λ est µ-stationnaire, P-presque toute suite de mesures xn ∗ λ onvergefaiblement vers une mesure de probabilité λ(x) et omme gr(µ) est non-élémentaire, presque touthemin x = {xn}, vu omme sous-ensemble de G, n'est pas borné.Alors, d'après le lemme (2.2.1), Πx = limxn existe presque sûrement et λ(x) = δΠx.Montrons maintenant l'uniité de la mesure λ.On pose ν = Π ∗ P, ie (∂G, ν) est une µ-frontière d'après e qu'on vient de démontrer.Or λ est µ-stationnaire, don µn-stationnaire, ie pour tout n ≥ 0 :
λ = µn ∗ λ =

∑

g

µn(g)g ∗ λD'où pour tout A ∈ B(∂G), on a :
µ ∗ λ(A) =

∫
µn(Ax−1)dλ(x)

=

∫
λ(x−1A)dµn(x)

=

∫
λ(x−1

n A)dP(x)

=

∫
xn ∗ λ(A)dP(x)D'où µn ∗ λ =

∫
xn ∗ λdP(x).Ainsi puisque xn ∗ λ −→ δΠx, alors en passant à la limite sur n, on obtient pour tout A ∈ B(∂G) :

λ(A) −→
∫

δΠx(A)dP(x)

= P(Π−1A)

= Π ∗ P(A)Don pour tout A ∈ B(∂G), on a λ(A) = ν(A), d'où le résultat.BilanCette partie nous a permis d'aéder à une première étape de notre proessus pour déterminerla frontière de Poisson, qui est l'identi�ation d'une µ-frontière.2.3 Mesures onditionnelles et transformée de DoobDans ette partie nous allons étudier plus préisément la notion de µ-frontière et voir sur elle-ide quels objets nous disposons en terme de mesures et quel est le lien ave la mesure sur le groupe.2.3.1 Transformée de DoobDé�nissons tout d'abord une nouvelle haîne de Markov via la transformée de Doob.Dé�nition 2.3.1 On dé�nit l'espae H+
1 (G, µ) omme étant l'ensemble onvexe des fontions fharmoniques positives sur gr(µ) (ie telles que Pf = f) normalisées par la ondition f(e) = 1.Toute fontion f ∈ H+

1 (G, µ) détermine une nouvelle haîne de Markov (la transformée de Doob)sur gr(µ) de probabilités de transition :
pf (x, y) = µ(x−1y)

f(y)

f(x)On note par Pf la mesure de Markov assoiée sur GZ+ (ave la distribution intiale δe).Proposition 2.3.1 Soit f ∈ H+
1 (G, µ). Alors pour tout sous-ensemble ylindrique, on a :

P
f (C0,...,n

g ) = P(C0,...,n
g )f(gn)ie l'appliation f 7−→ Pf est a�ne.



44 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESDémonstrationOn a dé�ni pour tous x, y ∈ G et pour f ∈ H+
1 (G, µ) les probabilités de transition pf par :

pf (x, y) = p(x, y)
f(y)

f(x)
= µ(x−1y)

f(y)

f(x)Or on sait également que P(Cn+1
g |Cn

h ) = µ(h−1g). Don :
P(Cn+1

g |Cn
h )

f(g)

f(h)
= µ(h−1g)

f(g)

f(h)D'où :
P

f (C0,...,n
g ) = P(C0,...,n

g )
f(gn)

f(e)
= P(C0,...,n

g )f(gn)ar f(e) = 1 puisque f ∈ H+
1 (G, µ). D'où le résultat.2.3.2 Système anonique de mesures onditionnelles par rapport à lafrontière de PoissonÀ présent grâe à la transformée de Doob, dé�nissons un système de mesures onditionnellespar rapport à la frontière de Poisson.Proposition 2.3.2 Soit A un sous-ensemble mesurable de la frontière de Poisson tel que ν(A) > 0,alors pour tout ensemble ylindrique C0,...,n

g :
P(C0,...,n

g |bnd −1A) =
P(C0,...,n

g )gn ∗ ν(A)

P(bnd −1A)
= P(C0,...,n

g )
gnν(A)

ν(A)ie la mesure onditionnelle PA(.) = P(.|bnd −1A) est la tranformée de Doob de la mesure P déter-minée par la fontion harmonique normalisée φA(x) =
xν(A)

ν(A)
.DémonstrationSoit A un sous-ensemble mesurable de la frontière de Poisson tel que ν(A) > 0, alors pour toutensemble ylindrique C0,...,n

g , on a :
P(C0,...,n

g ) ∩ bnd−1A) = P(C0,...,n
g )Pgn

(bnd −1A)

= P(C0,...,n
g )gn ∗ P(bnd −1A)

= P(C0,...,n
g )gn ∗ ν(A)Don on obtient :

P(C0,...,n
g |bnd−1A) =

P(C0,...,n
g ∩ bnd−1A)

P(bnd−1A)
par dé�nition de la probabilité onditionnelle ;

=
P(C0,...,n

g )gn ∗ ν(A)

ν(A)
d'après la formule préédente et la dé�nition de ν.D'où le résultat.Désormais on pose :

φA =
1

ν(A)

∫

A

φγdν(γ)où φγ(x) =
dxν

dν
(γ), alors on a :Proposition 2.3.3 Soit A un sous-ensemble mesurable de la frontière de Poisson tel que ν(A) > 0,alors :

P
A =

1

ν(A)

∫

A

P
γdν(γ)où Pγ est la transformée de Doob déterminée par les fontions φγ (leurs harmoniités déoulent dela µ-stationnarité de la mesure ν).



2.3. MESURES CONDITIONNELLES ET TRANSFORMÉE DE DOOB 45DémonstrationSoit A un sous-ensemble mesurable de la frontière de Poisson tel que ν(A) > 0.Comme PA(.) = P(.|bnd −1A) est la transformée de Doob de la mesure P déterminée par lesfontions φA(x) =
x ∗ ν(A)

ν(A)
, alors PA(.) = P(.)φA(x).Or :

φA =
1

ν(A)

∫

A

x ∗ ν

ν
(γ)dν(γ)Alors :

P
A(.) = P(.)

1

ν(A)

∫

A

x ∗ ν

ν
(γ)dν(γ)

= P(.)
1

ν(A)

∫

A

φγ(x)dν(γ)

=
1

ν(A)

∫

A

P(.)φγ(x)dν(γ)

=
1

ν(A)

∫

A

P
γ(.)dν(γ)D'où le résultat.Dé�nition 2.3.2 Un système de mesures onditionnelles de la mesure µ sur G par rapport àl'espae P est une famille (µP )P∈P de mesures de probabilité telle que :1. µP (P ) = 1 pour µ̂-presque tout P ∈ P ;2. pour toute fontion ontinue φ : G −→ R, la fontion :

P ∋ P 7−→
∫

φdµPest mesurable et on a la relation :
∫

φdµ =

∫ (∫
φdµP

)
dµ̂(P )Théorème 2.3.4 Les mesures :

P
γ(C0,...,n

g ) = P(C0,...,n
g |γ) = P(C0,...,n

g )
dgnν

dν
(γ)orrespondant aux opérateurs de Markov P γ sur sgr(µ) de probabilités de transition :

pγ(x, y) = µ(x−1y)
dyν

dxν
(γ)forment un système anonique de mesures onditionnelles de la mesure P par rapport à la frontièrede Poisson.DémonstrationLa démonstration de e théorème se trouve dans [Roh67℄.2.3.3 Système anonique de mesures onditionnelles par rapport aux

µ-frontièresTerminons par établir également un système de mesures onditionnelles par rapport aux µ-frontières.Dé�nition 2.3.3 Soit (Γξ, νξ) une µ-frontière, alors on peut lui assoier la quantité :
dgνξ

dνξ

(γξ) =

∫
dgν

dν
(γ)dν(γ|γξ)pour tout g ∈ sgr(µ), pour νξ-presque tout γξ ∈ Γξ et où ν(.|γξ) sont les mesures onditionnellesde la mesure ν sur les �bres de la projetions Γ ∋ γ 7−→ γξ ∈ Γξ.



46 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESDé�nition 2.3.4 Soit (Γξ, νξ) une µ-frontière.On dé�nit par Pγξ = P
φγξ la transformée de Doob déterminée par la dérivée de Radon-Nikodym

φγξ
(x) =

dxνξ

dνξ

(γξ).Proposition 2.3.5 Soit (Γξ, νξ) une µ-frontière, alors on a pour νξ-presque tout γξ ∈ Γξ :
P

γξ =

∫
P

γdν(γ|γξ)DémonstrationSoit (Γξ, νξ) une µ-frontière, alors pour νξ-presque tout γξ ∈ Γξ on a :
P

γξ(.) = P(.)φγξ
(x)

= P(.)
dxνξ

dνξ

(γξ)

= P(.)

∫
dxν

dν
(γ)dν(γ|γξ)

=

∫
P(.)

dxν

dν
(γ)dν(γ|γξ)

=

∫
P(.)φγ(x)dν(γ|γξ)

=

∫
P

γdν(γ|γξ)D'où le résultat.Théorème 2.3.6 La famille de mesures Pγξ pour γξ ∈ Γξ est la famille des mesures ondition-nelles de la mesure P par rapport à la µ-frontière (Γξ, νξ).DémonstrationCe théorème se déduit diretement du théorème (2.3.4) par transitivité des systèmes de mesuresonditionnelles, sinon on en trouve une démonstration dans [Roh67℄.BilanMaintenant que nous avons établi l'existene d'un système de mesures onditionnelles par rap-port aux µ-frontières, nous allons pouvoir étudier l'entropie de telles mesures dans le but d'aboutirà une ondition de maximalité pour es µ-frontières.2.4 Entropie onditionnelle et maximalité des µ-frontièresDans ette partie, nous allons établir des formules faisant intervenir l'entropie onditionnelledans le but d'appréhender l'entropie de mesures appartenant au système de mesures onditionnellespar rapport aux µ-frontières et de la sorte trouver un ritère de maximalité de es µ-frontières.2.4.1 Entropie d'une partition mesurableRappelons tout d'abord la dé�nition de l'entropie d'une partition mesurable et établissons unepremière propriété sur elle-i.D'ailleurs désormais, on supppose que la mesure µ a une entropie H(µ) = −∑g µ(g) log µ(g) �nie.Dans e as l'entropie de la marhe aléatoire (G, µ) dé�nie par h(G, µ) = limn

H(µn)

n
existe.Dé�nition 2.4.1 On pose αk

1 la partition de l'espae des hemins (GZ+ , P) déterminée par lespositions de la marhe aléatoire aux temps 1, 2, . . . , k (ie deux hemins simples x et x′ appartiennentà la même lasse αk
1 si et seulement si xi = x′

i pour tout i = 1, . . . k).On pose également α = α1
1.Dé�nition 2.4.2 Soient ξ et ζ deux partitions mesurables de (GZ+ , P), on note H(ξ) (respetive-ment H(ξ|ζ)) l'entropie de ξ (respetivement l'entropie onditionnelle de ξ sahant ζ).



2.4. ENTROPIE CONDITIONNELLE ET MAXIMALITÉ DES µ-FRONTIÈRES 47Remarque : On dé�nit es entropies de la même manière que dans le hapitre préédent et onobtient alors omme dans e dernier :Proposition 2.4.1 Soit αk
1 la partition de l'espae des hemins dé�nie i-dessus.Soit µ une mesure de probabilité.Alors, puisque les inréments de la marhe aléatoire sont indépendants et µ-distribués, on a :

H(αk
1) = kH(µ) = kH(α)DémonstrationSoit αk

1 la partition de l'espae des hemins dé�nie i-dessus. Soit µ une mesure de probabilité.Alors on a :
H(αk

1) = −
∫

log P(x, αk
1)dP(x) par dé�nition de H ;

= −
∫

log P(C0,...,k
x )dP(x)

= −
∫

log µ(x1)µ(x2) . . . µ(xk)dP(x)

= −k

∫
log µ(x1)dP(x)

= kH(µ)De plus, on a également :
H(α) = −

∫
log P(x, α1

1)dP(x)

= −
∫

log µ(x1)dP(x)

= H(µ)D'où le résultat.2.4.2 Entropie onditionnelleÉnonçons maintenant un lemme sur l'entropie onditionnelle de partitions mesurables. Pour efaire, on onsidère dans toute la suite ξ une partition G-invariante de la frontière de Poisson et
(Γξ, νξ) la µ-frontière orrespondante.Lemme 2.4.1 Pour tout k ≥ 1, la formule suivante est véri�ée :

H(αk
1 |ηξ) = kH(α|ηξ) = k

(
H(µ) −

∫
log

dx1νξ

dνξ

(bnd ξx)dP(x)

)DémonstrationSoit x = {xn} un hemin de GZ+ . L'élément de la partition αk
1 ontenant x est le ylindre C0,...,k

xet l'image de x dans Γξ est bnd ξx, d'où, d'après le théorème (2.3.6), la probabilité onditionnelleorrespondante est :
P(C0,...,k

x |bnd ξx) = P(C0,...,k
x )

dxkνξ

dνξ

(bnd ξx)et
H(αk

1 |ηξ) = −
∫

log P(C0,...,k
x |bnd ξx)dP(x)

= −
∫

log P(C0,...,k
x )

dxkνξ

dνξ

(bnd ξx)dP(x)

= −
∫

log P(C0,...,k
x )dP(x) −

∫
log

dxkνξ

dνξ

(bnd ξx)dP(x)

= kH(µ) −
∫

log
dxkνξ

dνξ

(bnd ξx)dP(x) d'après la proposition (2.4.1).



48 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESÀ présent en passant aux inréments hn on a :
dxkνξ

dνξ

(bnd ξx) =
dh1 . . . hkνξ

dνξ

(bnd ξx)Or en télésopant on a également :
k∏

i=1

hiνξ

dνξ

(x−1
i−1bnd ξx) =

dh1νξ

dνξ

(bnd ξx)
dh2νξ

dνξ

(x−1
1 bnd ξx) . . .

dhkdνξ

dνξ

(x−1
k−1bnd ξx)Or xk−1 = h1 . . . hk−1, ie x−1

k−1 = h−1
k−1 . . . h−1

1 don :
k∏

i=1

hiνξ

dνξ

(x−1
i−1bnd ξx) =

dh1νξ

dνξ

(bnd ξx)
dh2νξ

dνξ

(h−1
1 bnd ξx) . . .

dhkdνξ

dνξ

(h−1
k−1 . . . h−1

1 bnd ξx)

=
dh1νξ

dνξ

(bnd ξx)
dh1h2νξ

dh1νξ

(bnd ξx) . . .
dh1h2 . . . hkνξ

dh1h2 . . . hk−1νξ

(bnd ξx)

=
dxkνξ

dνξ

(bnd ξx)Ensuite par dé�nition du déalage U , on sait que (Ux)n = x−1
1 xn+1, pour n ≥ 0, don on en déduitpar réurrene sur k ≥ 1 que (Ukx)n = x−1

k xn+k, pour n ≥ 0. Or xi = h1 . . . hi = xi−1hi, d'où
hi = x−1

i−1xi = (U i−1x)1. Don d'après le lemme (2.1.1) on a bnd ξ(U
i−1x) = x−1

i−1bnd ξx. D'où :
dxkνξ

dνξ

(bnd ξx) =

k∏

i=1

d(U i−1x)νξ

dνξ

(bnd ξU
i−1x)En�n, puisque la mesure P est U -invariante, alors :

−
∫

log
dxkνξ

dνξ

(bnd ξx)dP(x) = −
∫

log

k∏

i=1

d(U i−1x)νξ

dνξ

(bnd ξU
i−1x)dP(x)

= −
∫

log

k∏

i=1

dx1νξ

dνξ

(bnd ξx)dP(x)

= −k

∫
log

dx1νξ

dνξ

(bnd ξx)dP(x)D'où le résultat.2.4.3 Comparaison des entropies onditionnellesPoursuivons ave un théorème de omparaison des entropies onditionnelles dont nous auronsbesoin pour démontrer un ritère de maximalité des µ-frontières.Théorème 2.4.2 Soient ξ 4 ξ′ (ie ξ est une sous-division de ξ′) deux partitions mesurables G-invariantes de la frontière de Poisson (Γ, ν).Alors H(α|ηξ) ≤ H(α|ηξ′) et l'égalité a lieu si et seulement si ξ = ξ′.DémonstrationSoient ξ 4 ξ′ deux partitions mesurables G-invariantes de la frontière de Poisson (Γ, ν).Alors néessairement ηξ 4 ηξ′ . D'où pour tout x ∈ Γ, on a :
m(x, α|ηξ) ≥ m(x, α|ηξ′ )

log m(x, α|ηξ) ≥ log m(x, α|ηξ′ )

−
∫

log m(x, α|ηξ)dµ(x) ≤ −
∫

log m(x, α|ηξ′ )dµ(x)

H(α|ηξ) ≤ H(α|ηξ′)À présent, si on suppose toujours que ξ 4 ξ′ sont deux partitions mesurables G-invariantes de lafrontière de Poisson (Γ, ν) et que H(α|ηξ) = H(α|ηξ′ ). Alors d'après le lemme (2.4.1) :
H(αk

1 |ηξ) = H(αk
1 |ηξ′), ∀k ≥ 1Don toutes les distributions unidimensionnelles �nies des mesures onditionnelles Pγξ et P

γξ′oïnident pour ν-presque tout point γ ∈ Γ, ie Pγξ = P
γξ′ , d'où ξ = ξ′.



2.4. ENTROPIE CONDITIONNELLE ET MAXIMALITÉ DES µ-FRONTIÈRES 492.4.4 Entropie asymptotiqueNous allons désormais introduire la notion d'entropie asymptotique et déterminer une formulepour l'entropie asymptotique d'une mesure appartenant au système de mesures onditionnelles parrapport aux µ-frontières.Dé�nition 2.4.3 Une mesure de probabilité Λ sur GZ+ a une entropie asymptotique h(Λ) si ellea la propriété d'équidistribution de Shannon-Breiman-MMillan :
− 1

n
log Λ(Cn

x ) −→ h(Λ)pour Λ-presque tout hemin x = {xn} ∈ GZ+ et dans l'espae L1(Λ).Théorème 2.4.3 Soit ξ une partition mesurable G-invariante de la frontière de Poisson (Γ, ν).Alors pour νξ-presque tout γξ ∈ Γξ :
h(Pγξ) = H(α|ηξ) − H(α|η)DémonstrationSoit ξ une partition mesurable G-invariante de la frontière de Poisson (Γ, ν).Par dé�nition, on sait que :
h(Pγξ) = lim− 1

n
log P

γξ(Cn
x )Don on doit véri�er pour νξ-presque tout γξ ∈ Γξ :

− 1

n
log P

γξ(Cn
x ) −→ H(α|ηξ) − H(α|η)pour Pγξ-presque tout hemin x = {xn} et dans l'espae L1(Pγξ).Puisque les Pγξ sont des mesures onditionnelles de la mesure P par rapport aux Γξ, ela revientà montrer que :

− 1

n
log P

bnd ξx(Cn
x ) −→ H(α|ηξ) − H(α|η)

P-presque sûrement et dans L1(P).Or par dé�nition des mesures Pγξ on a :
1

n
log P

bnd ξx(Cn
x ) =

1

n
log P(Cn

x ) +
1

n
log

dxnνξ

dνξ

(bnd ξx)Et puisque h(P) = h(G, µ) le premier terme du �té droit de l'égalité i-dessus onverge vers
−h(G, µ).Quant au terme 1

n
log

dxnνξ

dνξ

(bnd ξx), on a vu dans la démonstration du lemme (2.4.1) que :
1

n
log

dxnνξ

dνξ

(bnd ξx) =
1

n
log

n∏

i=1

d(U i−1x)νξ

dνξ

(bnd ξU
i−1x)

=
1

n

n∑

i=1

log
d(U i−1x)νξ

dνξ

(bnd ξU
i−1x)Don d'après le théorème ergodique de Birkho� (f théorème (1.3.4) du hapitre 1), on a :

1

n

n∑

i=1

log
d(U i−1x)νξ

dνξ

(bnd ξU
i−1x) −→

∫
log

dx1νξ

dνξ

(bnd ξx)dP(x) = H(µ) − H(α|ηξ)d'après le lemme (2.4.1). Don le seond membre de l'égalité onverge vers H(µ) − H(α|ηξ).Or H(α|η) = H(µ) − h(G, µ) d'après la formule (1.3) du hapitre 1, d'où
1

n
log P

bnd ξx(Cn
x ) −→ H(α|η) − H(α|ηξ)D'où le résultat.



50 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUES2.4.5 Critère de maximalité d'une µ-frontièreEn�n établissons un ritère de maximalité des µ-frontières.Auparavant, rappelons que l'on a prouvé dans le hapitre préédent que h(P) = 0 si et seulementsi la frontière de Poisson est triviale, ii on obtient une généralisation de e ritère :Théorème 2.4.4 Une µ-frontière (B, λ) ≃ (Γξ, νξ) est la frontière de Poisson si et seulement si
h(Pγξ) = 0 pour presque toute mesure onditionnelle de la mesure P par rapport à Γξ.DémonstrationEn ombinant le théorème (2.4.2) (où on hoisit la partition pontuelle de la frontière de Poissonpour ξ′) et le théorème (2.4.3), on obtient la démonstration de e théorème.Corollaire 4.4.1 Une µ-frontière (B, λ) ≃ (Γξ, νξ) est la frontière de Poisson si et seulement sipour νξ-presque tout γξ ∈ Γξ, il existe ǫ > 0 et une suite d'ensembles An = An(γξ) ⊂ G tels que :1. log |An| = o(n),2. p

γξ
n (An) > ǫ pour tout n su�samment grand, où p

γξ
n (g) = Pγξ(Cn

g ) sont les distributionsunidimensionnelles des mesures Pγξ .DémonstrationLa démonstration de e orollaire se déduit diretement du théorème (2.4.4).BilanNous avons réussi à établir un ritère de maximalité des µ-frontières et maintenant e ritère vanous servir de base pour l'élaboration de deux façons d'identi�er la frontière de Poisson de marhesaléatoires sur des groupes ayant des propriétés hyperboliques.2.5 Approximation des rayonsDans ette partie nous allons étudier une première façon de déterminer la frontière de Poissonvia e qu'on appelle l'approximation des rayons.2.5.1 JaugeCommençons par introduire la notion de jauge sur un groupe et des propriétés élémentaires surelle-i.Dé�nition 2.5.1 Une suite roissante G = (Gk)k≥1 d'ensembles exhaustifs d'un groupe dénom-brable G est appelée une jauge sur G.Par |g| = |g|G = min{k, g ∈ Gk} on dé�nit la fontion assoiée à la jauge.Dé�nition 2.5.2 Une jauge G est dite :� symétrique, si tous les ensembles de la jauge Gk sont symétriques, ie |g| = |g−1|, ∀g ∈ G ;� sous-additive, si |g1g2| ≤ |g1| + |g2|, ∀g1, g2 ∈ G ;� �nie, si tous les ensembles de la jauge sont �nis ;� tempérée, si elle est �nie et les ensembles Gk ont au plus une roissane exponentielle, ie
sup

k

1

k
log cardGk < ∞Dé�nition 2.5.3 Une famille de jauges Gα est uniformément tempérée si :

sup
α,k

1

k
log cardGα

k < ∞Proposition 2.5.1 Soit G = (Gk) une jauge tempérée.Alors la famille des translations gG = (gGk), pour g ∈ G, est uniformément tempérée.



2.5. APPROXIMATION DES RAYONS 51DémonstrationSoit gG = (gGk), pour g ∈ G, une famille de jauges telle que la jauge (Gk) soit tempérée, ie
sup

k

1

k
log cardGk < ∞Montrons que gG est une jauge uniformément tempérée.Tout d'abord, omme G est une jauge, alors Gk est une suite roissante exhaustive de G, ie

G1 ⊂ G2 ⊂ . . . ⊂ Gk ⊂ . . .D'où pour g ∈ G �xé :
gG1 ⊂ gG2 ⊂ . . . ⊂ gGk ⊂ . . .Et ∪(gGk) = G, don (gG) est bien une jauge.Montrons maintenant qu'elle est uniformément tempérée, ie :

sup
g∈G,k≥1

1

k
log card gGk < ∞Soit i ≥ 1, alors il va exister un indie j ≥ 1 tel que gGi ⊂ Gj (il su�t de prendre Gj de diamètresupérieur ou égal à la distane d(e, g) multipliée par le diamètre de Gi).Ainsi, puisque la jauge G est tempérée, on obtient le résultat.Dé�nition 2.5.4 Les jauges de mots sont dé�nies par des jauges (Gk) telles que :� G1 soit un ensemble engendrant G omme semi-groupe ;� Gk = (G1)

k pour k ≥ 1, ie est l'ensemble des mots de longueur inférieure ou égale à k dansl'alphabet G1.Proposition 2.5.2 Soient G et G′ deux jauges de mots. Alors :1. G et G′ sont sous-additives ;2. G est symétrique si et seulement si l'ensemble G1 est symétrique ;3. G est �nie si et seulement si l'ensemble G1 est �ni, dans e as elle est aussi tempérée ;4. si G et G′ sont �nies, elles sont équivalentes (ou quasi-isométriques) sur un groupe �niementengendré G, ie il existe une onstante C > 0 telle que :
1

C
|g|G′ ≤ |g|G ≤ C|g|G′ , ∀g ∈ GDémonstrationSoit G une jauge de mots.(1) Comme G est une jauge de mots, alors G1 est un ensemble engendrant G et pour tout k ≥ 1,

Gk = (G1)
k.Ainsi, soient g1, g2 ∈ G, alors :

|g1g2| = min{k, g1g2 ∈ Gk}
= min{k, g1g2 ∈ (G1)

k}
≤ |g1| + |g2|En e�et, si g1 ∈ (G1)

i et g2 ∈ (G1)
j ave j ≥ i, alors dans le pire des as, on a g1g2 ∈ (G1)

i+j , d'oùl'inégalité. Don G est bien sous-additive.(2) (⇒) Si G est symétrique, alors par dé�nition pour tout k ≥ 1, Gk est symétrique, don enpartiulier G1 est symétrique.
(⇐) Si G1 est symétrique, omme pour tout k ≥ 1, Gk = (G1)

k, alors pour tout k ≥ 1, Gk estsymétrique, don G est symétrique.(3) Pour la �nitude, il su�t d'e�etuer la même démonstration que pour la symétrie et puisque sila jauge est �nie alors elle est tempérée, on obtient la troisième assertion.(4) Soient G et G′ deux jauges de mots.Soit g ∈ G tel que |g|G ≤ |g|G′ , alors il va exister une onstante C > 0 telle que 1

C
|g|G′ ≤ |g|G ≤ C|g|G′ .De même si on onsidère un point h ∈ G tel que |h|G′ ≤ |h|G , il va exister une onstante C′ > 0telle que 1

C′
|h|G′ ≤ |h|G ≤ C′|h|G′ .Au �nal, si pour C on onsidère le maximum des onstantes C > 0 sur G1 qui engendre G, onobtient le résultat voulu (e maximum existe puisqu'on le onsidère sur un ensemble �ni).



52 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESRemarque : Ainsi, pour une mesure de probabilité µ sur un groupe G �niement engendré, la�nitude de son premier moment |µ|G =
∑

g |g|µ(g) et elle de son premier moment logarithmique∑
g log |g|µ(g) sont indépendantes du hoix de la jauge de mots |.| onsidérée sur G.2.5.2 Lemmes importants sur les jaugesIntéressons-nous maintenant à deux lemmes fondamentaux, pour notre appliation aux groupeshyperboliques, sur le lien entre les jauges et les mesures de probabilité sur les groupes.Lemme 2.5.1 Soit G une jauge tempérée sur G et soit µ une mesure de probabilité sur G telleque |µ|G < ∞, alors H(µ) < ∞.DémonstrationSoit G une jauge tempérée sur G et soit µ une mesure de probabilité sur G telle que |µ|G < ∞.On sait que pour tout g ∈ G, 0 ≤ µ(g) ≤ 1 et |g|G ≥ 1 par dé�nition de |.|G . D'où −µ(g) ≤ |g|Gpour tout g ∈ G.De plus, on sait également que pour tout g ∈ G, log µ(g) ≤ µ(g).Don en ombinant les deux inégalités, on trouve que pour tout g ∈ G, −µ(g) log µ(g) ≤ |g|Gµ(g).Ainsi en sommant sur g ∈ suppµ, on obtient que H(µ) ≤ |µ|G et |µ|G < ∞ par hypothèse, d'où lerésultat.Pour des jauges sous-additives, le théorème ergodique sous-additif de Kingman s'applique im-médiatement, ie :Lemme 2.5.2 Soit G une jauge sous-additive sur un groupe G et µ une mesure de probabilité sur

G telle que |µ|G < ∞, alors la limite (le taux d'éhappement) :
l(G, µ,G) = lim

n

|xn|G
nexiste pour P-presque tout hemin simple x = {xn} et dans L1(P).DémonstrationSoit G une jauge sous-additive, ie pour tous g1, g2 ∈ G, |g1g2| ≤ |g1| + |g2| et supposons que

|µ|G < ∞.Soit x = {xn} un hemin, on onsidère la suite {|xn|}n. Alors, on a :
|xn+m| = |h1 . . . hn+m|

≤ |h1 . . . hn| + |hn+1 . . . hn+m|
= |xn| + |T nxm|où T est le déalage de l'espae des hemins.Alors d'après le théorème sous-additif ergodique de Kingman (f théorème 2.5.3)), on a l'existenede la limite limn

|xn|
n

pour P-presque tout hemin.Remarque : Dans la démonstration préédente, on a utilisé le théorème sous-additif ergodiquede Kingman (que nous ne démontrerons pas ii) et qui s'énone omme suit :Théorème 2.5.3 Soit T une transformation préservant la mesure de l'espae de probabilités (Ω, F, µ).Soit {gn, 1 ≤ n < ∞} une suite de fontions intégrables telle que gn+m(x) ≤ gn(x) + gm(T nx).Alors ave probabilité 1, on a :
lim

n−→∞

gn(x)

n
= g(x) ≥ −∞2.5.3 Maximalité de la µ-frontièreÉtablissons maintenant un nouveau ritère de maximalité des µ-frontières faisant intervenir unesuite de jauges sur le groupe.



2.5. APPROXIMATION DES RAYONS 53Théorème 2.5.4 Soit µ une mesure de probabilité d'entropie H(µ) �nie sur un groupe dénom-brable G.Soit (B, λ) ≃ (Γξ, νξ) une µ-frontière.On note par Π = bnd ξ la projetion de (GZ+ , P) sur (B, λ).Si pour λ-presque tout point b ∈ B, il existe une suite de jauges uniformément tempérée Gn = Gn(b)telle que :
1

n
|xn|Gn(Πx) −→ 0 (2.3)pour P-presque tout hemin simple x = {xn}.Alors (B, λ) est la frontière de Poisson de la paire (G, µ).DémonstrationLa ondition (2.3), 1

n
|xn|Gn(Πx) −→ 0 est équivalente à dire que :

|xn|Gn(b)

n
−→ 0pour λ-presque tout b ∈ B et P-presque tout hemin de la marhe aléatoire onditionnée par b.D'où (B, λ) est la frontière de Poisson d'après le théorème (2.4.4).En e�et, puisque |xn|Gn(b) ≥ 1 par dé�nition de |.|, on a :

1

n
log |xn|Gn(b) ≤

1

n
|xn|Gn(b)D'où le fait que − 1

n
log |xn|Gn(b) −→ 0.2.5.4 Maximalité de la µ-frontière via l'approximation des rayonsEn�n onluons ette partie ave son résultat prinipal identi�ant la frontière de Poisson vial'approximation des rayons.Pour e faire, donnons-nous πn : B −→ G une suite d'appliations mesurables d'une µ-frontière

B dans un groupe G. Géométriquement, on peut penser les suites πn(b), pour b ∈ B, ommedes "rayons" dans G orrespondant à des points de B. En prenant dans le théorème (2.5.4),
Gn(b) = πn(b)G, où G est une jauge tempérée �xée sur G, on obtient :Théorème 2.5.5 Soit µ une mesure de probabilité d'entropie H(µ) �nie sur un groupe dénom-brable G.Soit (B, λ) = Π(GZ+ , P) une µ-frontière.Si il existe une jauge tempérée G et une suite d'appliations mesurables πn : B −→ G telles que :

1

n
|(πn(Πx))−1xn|G −→ 0pour P-presque tout hemin simple x = {xn}.Alors (B, λ) est la frontière de Poisson de la paire (G, µ).DémonstrationOn onsidère µ une mesure de probabilité d'entropieH(µ) < ∞. On a (B, λ) ≃ (Γξ, νξ) ≃ Π(GZ+ , P)est une µ-frontière, où Π = bnd ξ.On suppose qu'il existe une jauge tempérée G et des appliations πn : B −→ G telles que :
1

n
|πn(Πx)−1xn|G −→ 0pour P-presque tout x.On souhaite alors montrer que ette dernière ondition est équivalente à elle du théorème (2.5.4).On onsidère pour ela la suite de jauges Gn(b) = πn(b)G. Comme G est une jauge tempérée, alorsd'après la proposition (2.5.1), les translations πn(b)G forment une famille de jauges uniformémenttempérée, et :

1

n
|(πn(Πx)−1xn|G =

1

n
|xn|πn(Πx)G =

1

n
|xn|Gn(Πx) −→ 0d'après une des hypothèses du théorème (2.5.5).Ainsi on retrouve toutes les hypothèses du théorème (2.5.4), e qui onlut la démonstration.



54 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESBilanAinsi dans ette partie, nous avons établi un nouveau ritère déterminant la fronitère de Poissongrâe à l'approximation des rayons et aux µ-frontières. Ce théorème sera appliqué aux groupeshyperboliques dans la suite.2.6 Approximation des bandesDans ette partie, nous allons nous intéresser à un seond ritère déterminant la frontière dePoisson via l'approximation des bandes, ainsi qu'à un ritère de µ-maximalité de la ompati�ationd'un groupe.2.6.1 Espae des hemins bilatérauxDé�nissons dans un premier temps l'espae des hemins bilatéraux.Dé�nition 2.6.1 On a dé�ni préédemment l'espae des hemins simples (GZ+ , P) omme étantl'image de l'espae des inréments µ-distribués indépendants {hn}, pour n ≥ 1 sous l'appliation :
xn =

{
e si n = 0
xn−1hn si n ≥ 1

(2.4)En étendant la relation xn = xn−1hn à tous les indies n ∈ Z (et en supposant toujours que x0 = e)on obtient l'espae mesurable (GZ, P) des hemins bilatéraux x = {xn, n ∈ Z} orrespondant auxsuites bilatérales d'inréments indépendants µ-distribués {hn}, pour n ∈ Z.Pour des indies n négatifs la formule (2.4) se réérit :
x−n = x−n+1h

−1
−n+1 pour n ≥ 0ie x̂n = x−n = h−1
0 h−1

1 . . . h−1
−n+1 pour n ≥ 0est le hemin simple de la marhe aléatoire sur G gouvernée par la mesure ré�exive µ̂.Proposition 2.6.1 Les hemins unilatéraux x = {xn}, pour n ≥ 0 et x̂ = {x̂n} = {x−n}, pour

n ≥ 0, sont indépendants, ie l'appliation :
(GZ, P) −→ (GZ+ , P) × (GZ+ , P̂)

x 7−→ (x, x̂)est un isomorphisme d'espaes mesurables, où P̂ est la mesure de l'espae des hemins simplesunilatéraux de la marhe aléatoire (G, µ̂).2.6.2 Déalage de BernouilliDé�nissons également le déalage de Bernouilli sur l'espae des hemins bilatéraux.Dé�nition 2.6.2 On pose U la mesure préservant la transformation de l'espae des hemins bi-latéraux (GZ, P) induite par le déalage de Bernouilli bilatéral de l'espae des inréments. C'estl'extension naturelle de la transformation U de l'espae des hemins unilatéraux (GZ+ , P) dé�niepréédemment et elle agit par la formule, étendue aux indies n ∈ Z :
(U

k
x)n = x−1

k xn+k, ∀k, n ∈ Z (2.5)ie le hemin U
k
x est obtenu du hemin x en le translatant à la fois en temps (via k) et en espae(en le multipliant par x−1

k à gauhe dans le but de satisfaire la ondition (U
k
x)0 = e).Remarque : En termes de hemins unilatéraux x et x̂, appliquer U

k onsiste (pour k > 0) àannuler les k premiers fateurs xk = h1h2 . . . hk des produits xn = h1h2 . . . hk . . . hn, pour n > 0(ie en appliquant à x la transformation Uk) et à ajouter à gauhe k fateurs x−1
k = h−1

k . . . h−1
2 h−1

1au produit x̂n = x−n = h−1
0 h−1

1 . . . h−1
n−1.



2.6. APPROXIMATION DES BANDES 552.6.3 Frontière de Poisson de la mesure ré�exiveOn pose Γ̂ la frontière de Poisson de la mesure µ̂ et ν̂ la mesure harmonique orrespondante.Théorème 2.6.2 L'ation du groupe G sur le produit (Γ̂ × Γ, ν̂ ⊗ ν) est ergodique.DémonstrationSoit π la projetion préservant la mesure : x 7−→ (x̂, x) 7−→ (bnd x̂, bndx) de l'espae des heminsbilatéraux (GZ, P) dans l'espae produit (Γ̂ × Γ, ν̂ ⊗ ν).Montrons tout d'abord que ∀k ∈ Z :
π(U

k
x) = x−1

k π(x) (2.6)On sait d'après la formule (2.5) que pour tous k, n ∈ Z, (U
k
x)n = x−1

k xn+k.Ensuite d'après le lemme (2.1.1), on sait également que bnd (x) = x1bnd (Ux).Considérons maintenant suessivement les deux membres de l'égalité que l'on souhaite démontrer.Soit k ∈ Z,
x−1

k π(x) = x−1
k (bnd x̂, bndx) par dé�nition de π ;

= (x−1
k bnd x̂, x−1

k bndx)Et on a pour k ∈ Z :
π(U

k
x) = (bnd Ûkx̂, bndUkx)

= (bnd Ûkx̂, x−1
k bndx)Or par dé�nition (Ûx)n = x̂−1

1 x̂n+1, d'où (Û x̂)n = x−1
1 xn+1. Don bnd Ûkx̂ = x−1

k bnd x̂ et de lasorte notre égalité est démontrée.À présent nous allons montrer que l'ation est bien ergodique par l'absurde.Soit alors A ⊂ Γ̂ × Γ un sous-ensemble G-invariant de Γ̂ × Γ tel que 0 < ν̂ ⊗ ν(A) < 1.Alors d'après la relation (2.6) l'image réiproque π−1(A) est U-invariante et
0 < ν̂ ⊗ ν(A) = P(π−1(A)) = P(U(π−1(A)) < 1e qui est impossible par ergodiité du déalage bilatéral de Bernouilli U .2.6.4 Maximalité des µ-frontières via l'approximation des bandesÀ présent, après es quelques dé�nitions préliminaires, nous sommes en mesure d'énoner lethéorème nous donnant la maximalité de deux µ-frontières via l'approximation des bandes.Théorème 2.6.3 Soit µ une mesure de probabilité d'entropie H(µ) �nie sur un groupe dénom-brable G.Soient (B−, λ−) et (B+, λ+) les µ̂ et µ-frontières.Si il existe une jauge G = (Gk) sur G de fontion |.| = |.|G et une appliation S mesurable

G-équivariante qui à une paire de points (b−, b+) ∈ B− × B+ assoie une "bande" (non vide)
S(b−, b+) ⊂ G telles que ∀g ∈ G et λ− ⊗ λ+-presque tout (b−, b+) ∈ B− × B+ :

1

n
log card {S(b−, b+) ∩ G|xn|} −→ 0 (2.7)en probabilité par rapport à P dans l'espae des hemins simples x = {xn}, ave n ≥ 0.Alors la frontière (B+, λ+) est maximale.DémonstrationSoient :

Π− : (GZ, P) −→ (B−, λ−) ≃ (Γ̂bξ
, ν̂bξ

) Π+ : (GZ, P ) −→ (B+, λ+) ≃ (Γξ, νξ)

x 7−→ bnd bξ
x̂ x 7−→ bnd ξxles projetions surjetives de l'espae des hemins bilatéraux (GZ, P ) sur les frontières (B−, λ−) ≃ (Γ̂bξ

, ν̂bξ
)et (B+, λ+) ≃ (Γξ, νξ) respetivement.



56 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESEn remplaçant si néessaire l'appliation S par une translation à droite appropriée ((b−, b+) 7−→ S(b−, b+)g),on peut supposer, sans perte de généralité, que :
λ− ⊗ λ+{(b−, b+), e ∈ S(b−, b+)} = P(e ∈ S(Π−x, Π+x)) = p > 0En utilisant la formule (2.6) ombinée ave le fait que la mesure P est U -invariante, on a ∀n ∈ Z :

P(xn ∈ S(Π−x, Π+x)) = P(e ∈ x−1
n S(Π−x, Π+x))

= P(e ∈ S(x−1
n Π−x, x−1

n Π+x))

= P(e ∈ S(x−1
n bnd bξ

x̂, x−1
n bnd ξx))

= P(e ∈ S(Π−U
n
x, Π+U

n
x)) d'après (2.6) ;

= P(e ∈ S(Π−x, Π+x)) ar P est U -invariante ;
= p d'après e qu'on vient de supposer.À présent, puisque l'image de la mesure P sous l'appliation x 7−→ (Π−x, Π+x) est λ− ⊗ λ+, onpeut réérire la formule préédente omme :

p =

∫ ∫
pb+

n (S(b−, b+))dλ−(b−)dλ+(b+) (2.8)où p
b+
n sont les distributions unidimensionnelles de la mesure onditionnelle Pb+ (ave Pb+ dé�nitomme dans la partie 3 de e hapitre).Soit Kn = min{k ≥ 1, µn(Gk) ≥ 1 − p

2
}, alors en partiulier :

P(|xn| ≤ Kn) = P(min{k ≥ 1, xn ∈ Gk} ≤ Kn) = µn(GKn
) ≥ 1 − p

2par dé�nition de Kn.Ainsi si on onditionne par Π+x = b+, on a :
∫

pb+
n (GKn

)dλ+(b+) ≥ 1 − p

2
(2.9)Puisque de plus ∀(b−, b+) ∈ B− × B+, on a :

pb+
n (S(b−, b+) ∩ GKn

) ≥ pb+
n (S(b−, b+)) + pb+

n (GKn
) − 1(ette relation se déduit du fait que pour tous événementsA et B, on sait que : P(A∪B) = P(A)+P(B)−P(A∩B),d'où P(A ∩ B) = P(A) + P(B) − P(A ∪ B), or P(A ∪ B) ≤ 1, d'où l'inégalité).Ainsi grâe aux relations (2.8) et (2.9), on obtient :

∫ ∫
pb+

n (S(b−, b+) ∩ GKn
)dλ−(b−)dλ+(b+)

≥
∫ ∫

pb+
n (S(b−, b+))dλ−(b−)dλ+(b+) +

∫ ∫
pb+

n (GKn
)dλ−(b−)dλ+(b+) −

∫ ∫
dλ−(b−)dλ+(b+)

≥
∫ ∫

pb+
n (S(b−, b+))dλ−(b−)dλ+(b+) +

∫ ∫
pb+

n (GKn
)dλ−(b−)dλ+(b+) − 1

≥ 1 − p

2
+ p − 1 d'après (2.8) et (2.9) ;

≥ p

2D'où :
λ− ⊗ λ+{(b−, b+), pb+

n (S(b−, b+) ∩ GKn
) ≥ p

4
} ≥ p

4
(2.10)D'un autre �té, la ondition (2.7) nous donne :

1

n
log card (S(b−, b+) ∩ G|xn|) −→ 0Alors en partiulier :

1

n
log card (S(b−, b+) ∩ GKn

) −→ 0



2.6. APPROXIMATION DES BANDES 57pour λ− ⊗ λ+-presque tout (b−, b+) ∈ B− × B+.D'où l'existene d'un sous-ensemble Z ⊂ B− × B+ et d'une suite φn telle que log φn

n
−→ 0, telsque :

λ− ⊗ λ+(Z) ≥ 1 − p

8
(2.11)et

card (S(b−, b+) ∩ GKn
) ≤ φn, ∀(b−, b+) ∈ Z (2.12)Ainsi en ombinant (2.10), (2.11) et (2.12) ela montre qu'il existe une suite d'ensemblesXn ⊂ B−×B+telle que :

λ− ⊗ λ+(Xn) ≥ p

8

pb+
n (S(b−, b+) ∩ GKn

) ≥ p

4
, ∀(b−, b+) ∈ Xn

card (S(b−, b+) ∩ GKn
) ≤ φn, ∀(b−, b+) ∈ XnDon, en onsidérant Yn, la projetion surjetive de Xn sur B+, on obtient que λ+(Yn) ≥ p

8
et pourpresque tout b+ ∈ Yn, il existe un ensemble A = A(b+, n) tel que p

b+
n (A) ≥ p

4
et card (A) ≤ φn.D'où la maximalité de la frontière (B+, λ+) d'après le orollaire (4.4.1).2.6.5 Corollaires du ritère de maximalitéÉtudions maintenant deux variantes du théorème que nous venons de démontrer. Mais remar-quons tout d'abord que la sous-exponentialité des intersetions S(b−, b+) ∩ G|xn| est la onditionlé du théorème (2.6.3). Ainsi plus les bandes S(b−, b+) sont �nes, plus la lasse de mesures sat-isfaisant la ondition (2.7) du théorème (2.6.3) est grande. Nous allons illustrer ela, en donnantdeux orollaires du théorème (2.6.3).Théorème 2.6.4 Soit G une jauge sous-additive tempérée sur un groupe dénombrable G de fon-tion |.| = |.|G (as partiulier : G est �niement engendré et G est une jauge de mots �nie).Soit µ une mesure de probabilité sur G.Soient (B−, λ−) et (B+, λ+) les µ̂ et µ-frontières.On suppose qu'il existe une appliation mesurable G-équivariante : B−×B+ ∋ (b−, b+) 7−→ S(b−, b+) ⊂ G.Si, de plus :(a) soit la mesure µ a un premier moment �ni et pour λ− ⊗ λ+-presque tout (b−, b+) :

1

k
log card (S(b−, b+) ∩ Gk) −→ 0(ie les bandes S(b−, b+) roissent sous-exponentiellement par rapport à G) ;(b) soit la mesure µ a un premier moment logarithmique �ni et une entropie �nie et pour

λ− ⊗ λ+-presque tout (b−, b+) :
sup

k

1

log k
log card (S(b−, b+) ∩ Gk) −→ 0(ie les bandes S(b−, b+) roissent de façon polynomiale).Alors (B−, λ−) et (B+, λ+) sont maximales.Démonstration(a) On herhe à se ramener aux onditions du théorème (2.6.3).On a µ une mesure de probabilité sur un groupe G dénombrable, G une jauge et on a l'existened'une fontion mesurable G-équivariante S.À présent d'après le lemme (2.5.1), omme G est une jauge tempérée et µ a un premier moment�ni, alors l'entropie H(µ) de la mesure µ est �nie, e qui est une des onditions du théorème (2.6.3).De plus, d'après le lemme (2.5.2), omme G est sous-additive et |µ|G < ∞, alors il existe un tauxd'éhappement l(G, µ,G) = lim

|xn|G
n

.De plus ∀g ∈ G, on a :
card {S(b−, b+)g ∩ G|xn|} = card {S(b−, b+) ∩ G|xn|g

−1}
≤ card {S(b−, b+) ∩ G|xn|+|g−1|} ar la jauge est roissante ;



58 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESdon la ondition (2.7) est également satisfaite.Ainsi toutes les onditions du théorèmes (2.6.3) sont satisfaites, d'où le résultat.(b) La démonstration est analogue à elle de la partie (a).On sait que la mesure µ a une entropie �nie, il reste don à montrer la ondition (2.7).Pour e faire, montrons tout d'abord que log |xn|
n

−→ 0.Comme G est sous-additive, on sait que :
|xn| = |h1h2 . . . hn| ≤ |h1| + |h2| + . . . + |hn|où les hn sont les inréments indépendants µ-distribués de la marhe aléatoire.Et puisque la mesure µ a son premier moment logarithmique �ni, alors presque sûrement log |hn|

n
−→ 0,il s'ensuit don que presque sûrement log |xn|

n
−→ 0.D'où pour λ− ⊗ λ+-presque tout (b−, b+) et P-presque tout hemin {xn}, on a :

1

n
log card {S(b−, b+)g ∩ G|xn|} ≤ 1

n
log card {S(b−, b+) ∩ G|xn|+|g−1|} d'après la partie (a) de ette preuve ;

=
log(|xn| + |g−1|)

n

log card {S(b−, b+) ∩ G|xn|+|g−1|}
log(|xn| + |g−1|)

−→ 0ar log |xn|
n

−→ 0 et d'après l'hypothèse (b) du théorème.Don toutes les onditions du théorèmes (2.6.3) sont bien véri�ées, d'où le résultat.2.6.6 µ-maximalité de la ompati�ationEn�n terminons ette partie en introduisant une nouvelle ondition sur la ompati�ationhyperbolique d'un groupe et en énonçant un ritère de µ-maximalité de ette ompati�ation.Condition 3 Il existe une distane d invariante à gauhe sur G telle que la jauge orrespondantede fontion |.|d sur G soit tempérée et que pour tous points distints b− 6= b+ ∈ ∂G, on a :1. le rayon P (b−, b+), de toutes les d-géodésiques α dans G telles que b− (respetivement b+)soit un point limite du rayon négatif (respetivement positif) de α, est non vide ;2. il existe un ensemble �ni A = A(b−, b+) tel que toutes les géodésiques du rayon P (b−, b+)intersetent A(b−, b+).Ainsi en ombinant les théorèmes (2.2.1) et (2.6.4) on obtient le résultat suivant :Théorème 2.6.5 Soit G = G ∪ ∂G une ompati�ation séparable d'un groupe dénombrable Gsatisfaisant les onditions (1), (2) et (3).Soit µ une mesure de probabilité sur G telle que :1. le sous-groupe gr(µ) engendré par son support soit non-élémentaire par rapport à sa om-pati�ation ;2. son entropie H(µ) soit �nie ;3. elle admette un premier moment logarithmique �ni par rapport à la jauge déterminée par ladistane d de la ondition (3).Alors la ompati�ation G est µ-maximale dans le sens de la dé�nition (2.1.16).DémonstrationOn sait que G = G ∪ ∂G est une ompati�ation séparable d'un groupe dénombrable G satis-faisant les onditions (1) et (2). On sait que µ est une mesure de probabilité telle que gr(µ) soitnon-élémentaire par rapport à la ompati�ation.Par onséquent, on peut appliquer le théorème (2.2.1) qui nous dit que P-presque tout x ∈ GZ+onverge vers Πx ∈ ∂G, que la mesure λ = Π ∗ P est purement non-atomique, que (∂G, λ) est une
µ-frontière et que λ est l'unique mesure de probabilité µ-stationnaire sur ∂G.Ainsi (∂G, λ+) est une µ-frontière (où λ+ = λ).Montrons maintenant la maximalité de G via le théorème (2.6.4).



2.7. GROUPES HYPERBOLIQUES 59Auparavant, on remarque que la mesure ré�exive µ̂ satisfait les onditions du théorème (2.2.1)simultanément ave la mesure µ. Notons alors λ− l'unique mesure µ̂-stationnaire sur ∂G.À présent d'après le théorème (2.2.1) on sait que les mesures λ− et λ+ sont purement non-atomiques, par onséquent la diagonale ∂G × ∂G est de mesure nulle pour λ− ⊗ λ+.Ainsi d'après la ondition (3) pour λ− ⊗ λ+-presque tout (b−, b+) ∈ ∂G × ∂G, il existe un mini-mum M = M(b−, b+) tel que toutes les géodésiques du rayon P (b−, b+) intersetent une M -bouledans G (e minimum existe bien ar les ensembles A(b−, b+) intersetant toutes les géodésiques de
P (b−, b+) sont dénombrables, puisque G l'est, don es ensembles sont en bijetions ave N. D'oùl'existene d'un nombre minimum).On onsidère maintenant l'appliation :

B− × B+ −→ R

(b−, b+) 7−→ M(b−, b+)Elle est néessairement G-équivariante d'après la ondition (2), don elle doit prendre presquesûrement une valeur onstante M0 d'après le théorème (2.6.2).Dé�nissons maintenant la bande S(b−, b+) ⊂ G omme l'union de toutes les boules B de diamètre
M0 telles que toutes les géodésiques du rayon P (b−, b+) passent à travers B.Alors l'appliation :

B− × B+ −→ P(G)

(b−, b+) 7−→ S(b−, b+)est aussi G-équivariante par dé�nition de S(b−, b+) et pour toute géodésique α de S(b−, b+), labande S(b−, b+) est ontenue dans un M0-voisinage de α.Ainsi les bandes S(b−, b+) ont une roissane linéaire (dans le sens de la ondition (b) du théorème(2.6.4)). Don toutes les onditions de e théorème sont satisfaites, e qui signi�e que G est µ-maximale.BilanNous avons, dans ette partie, établi un nouveau ritère de maximalité des µ-frontières vial'approximation des bandes et un ritère de µ-maximalité de la ompati�ation. Nous sommesmaintenant en mesure de les appliquer.2.7 Groupes hyperboliquesDans ette dernière partie, nous allons détailler l'exemple des groupes hyperboliques et 'estsur es groupes que nous allons appliquer tout e que nous venons de voir dans e hapitre. Et eidans le but d'arriver à montrer que la frontière de Poisson de marhes aléatoires sur les groupeshyperboliques n'est pas triviale. A�n de les omparer, nous allons utiliser les deux approximationselle des rayons et elle des bandes pour démontrer notre résultat (ie appliquer les théorèmes (2.5.5)et (2.6.4)).2.7.1 Groupe hyperbolique, espae hyperboliqueDé�nisson tout d'abord les groupes hyperboliques et les espaes hyperboliques.Dé�nition 2.7.1 On appelle graphe une paire ordonnée d'ensembles G = (V (G), E(G)) où E(g) ⊂ V (G)×V (G).Les éléments de E(G) sont les hemins du graphe G et eux de V (G) sont ses sommets.Dé�nition 2.7.2 Soit G un groupe. Soit S ⊂ G (pas néessairement un sous-groupe de G).On appelle graphe de Cayley de S sur G, le graphe C(G, S) = (V, E) où :� l'ensemble des sommets V est égal à G ;� (g, h) ∈ E si et seulement si ∃s ∈ S, g.s = h.Dé�nition 2.7.3 Soit δ ≥ 0. Un espae métrique (X, d) est dit δ-hyperbolique si :
(x|y)w ≥ min{(x|z)w, (y|z)w} − δ



60 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESoù (x|y)w désigne le produit de Gromov et est dé�ni par :
(x|y)w =

1

2
(d(x, w) + d(y, w) − d(x, y))et hyperbolique si la valeur de δ n'importe pas.Dé�nition 2.7.4 Un groupe �niement engendré est dit hyperbolique (selon Gromov) si son graphede Cayley est un espae métrique δ-hyperbolique pour un ertain δ > 0.On peut également dé�nir d'autres objets qui s'avèreront importants pour la suite :Dé�nition 2.7.5 Soit X un espae métrique hyperbolique. On dé�nit son bord ∂X omme étantl'ensemble des lasses d'équivalene des suites tendant vers l'in�ni, dans le sens où une suite (xi)i≥1de points de X tend vers l'in�ni si limi,j(xi|xj) = ∞.Ainsi, si a ∈ ∂X, on érit xi −→ a, si a est la lasse de la suite (xi)i.De plus, deux suites (xi)i et (yj)j tendant vers l'in�ni sont dites équivalentes si et seulement si

(xi|xj) −→ ∞.Dé�nition 2.7.6 La ompati�ation hyperbolique d'un groupe hyperbolique Γ, notée Γ est dé�niepar l'égalité :
Γ = Γ ∪ ∂Γoù ∂Γ est le bord à l'in�ni (ou la frontière) de Γ.On munit Γ d'une stuture ultramétrique naturelle dé�nie par : pour x ∈ ∂Γ et (yn)n une suite àvaleurs dans Γ, on a limn yn = x si :

∀m ∈ N, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, yn ∈ xmΓDé�nition 2.7.7 Une suite de points (xn)n dans un espae hyperbolique de Gromov X muni dela distane d est dite régulière s'il existe un rayon géodésique α et un nombre l ≥ 0 (le tauxd'éhappement) tels que d(xn, α(nl)) = o(n), ie si la suite (xn)n suit asymptotiquement la rayon
α.Si l > 0, on dit que (xn)n est une suite régulière non-triviale.2.7.2 Critère de régularité des suitesÉtablissons maintenant un ritère de régularité des suites sur un espae hyperbolique.Pour e faire, on �xe un point de référene ω ∈ X et on pose |x| = d(ω, x).Et notons désormais le produit de Gromov par rapport à ω par :

(x|y) =
1

2
(|x| + |y| − d(x, y))Théorème 2.7.1 Une suite (xn)n d'un espae hyperbolique de Gromov X est régulière si et seule-ment si :1. d(xn, xn+1) = o(n) ;2. |xn|

n
−→ l ≥ 0.Démonstration

(⇒) On suppose que la suite (xn)n est régulière, alors il existe un rayon géodésique α et uneonstante l ≥ 0 tels que d(xn, α(nl)) = o(n).Alors pour tout n ∈ N, on a :
d(xn, xn+1) ≤ d(xn, α(nl)) + d(α(nl), xn+1)

≤ o(n)D'où d(xn, xn+1) = o(n).De plus on aura bien le fait que |xn|
n

−→ l ≥ 0.
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(⇐) Montrons que (1) et (2) impliquent la régularité sous l'hypothèse l > 0.On suppose que la suite (xn)n véri�e (1) et (2), alors on sait que :

(xn−1|xn) =
1

2
(|xn| + |xn−1| − d(xn, xn−1))

=
1

2
(nl + o(n) + (n − 1)l + o(n − 1) − o(n − 1))

=
1

2
(2nl − l + o(n))

= nl + o(n)ie (xn−1|xn) −→ ∞.On en déduit don que (xn|xm) −→ ∞, ie la suite (xn)n onverge vers un point x∞ ∈ ∂X dans laompati�ation (par dé�nition de ∂X).À présent, on pose αn (respetivement α∞) la géodésique joignant ω à xn (respetivement à x∞).On note aussi les points des géodésiques à une distane t de ω par [xn]t = αn(t) (respetivement
[x∞]t = α∞(t)).Soit ǫ ≥ 0 tel que ǫ <

l

2
et soit :
N = N(ǫ) = min{n > 0, (xn−1|xn) ≥ (l − ǫ)n}En partiulier, étant donné que :

(xn−1|xn) =
1

2
(|xn| + |xn−1| − d(xn, xn−1))

=
1

2
(d(xn, ω) + d(xn−1, ω) − d(xn, xn−1))

≤ 1

2
(d(xn, ω) + d(xn−1, xn) + d(xn, ω) − d(xn, xn−1))

= d(xn, ω)De même, on montre que : (xn−1|xn) ≤ d(xn−1, ω).D'où (xn|xn−1) ≤ min{|xn|, |xn−1|}. Don on a |xn| ≥ (n − ǫ)l pour n ≥ N et de la sorte lestronatures xǫ
n = [xn](l−ǫ)n sont bien dé�nies.De plus, les points xǫ

n−1 et xǫ
n appartiennent aux �tés du triangle de géodésiques de sommets ω,

xn−1 et xn, d'où :
d(xǫ

n−1, x
ǫ
n) ≤ ||xǫ

n−1| − |xǫ
n|| + 4δ

= |(n − 1)(l − ǫ) − n(l − ǫ)| + 4δ

= l − ǫ + 4δ ∀n ≥ Nar les triangles géodésiques de X sont 4δ-�ns (d'après [GdlH90℄ p.38 à 41) et l − ǫ > 0.D'où pour tous indies n, m ≥ N :
d(xǫ

n, xǫ
m) ≤ ||xǫ

n| − |xǫ
m|| + 4δ

≤ |n(l − ǫ) − m(l − ǫ)| + 4δ

≤ |n − m|(l − ǫ + 4δ)

≤ |n − m|(l + 4δ) ar ǫ ≥ 0.
d(xǫ

n, xǫ
m) ≥ ||xǫ

n| − |xǫ
m||

= |n − m|(l − ǫ)

≥ (n − m)
l

2ar omme ǫ <
l

2
, alors −ǫ > − l

2
, d'où l − ǫ >

l

2
> 0.Il s'ensuit alors que la suite (xǫ

n)n≥N est une quasi-géodésique et d'après [GdlH90℄ p.101, on saitqu'il va exister un rayon géodésique β partant du point xǫ
N tel que d(xǫ

n, β) ≤ H , ∀n ≥ N et pourune onstante H = H(δ, l).



62 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESDe plus, puisque (xn|xǫ
n) = n(l − ǫ) −→ ∞, alors la suite (xǫ

n) onverge aussi vers le point x∞ pardé�nition de ∂X , don les rayons géodésiques β et α∞ sont asymptotiques.D'où d(xǫ
n, α∞) ≤ H + 8δ et :

d(xn, α∞) ≤ d(xn, xǫ
n) + d(xǫ

n, α∞)

≤ d(xn, xǫ
n) + H + 8δ

= (|xn| − n(l − ǫ)) + H + 8δpour tout n su�samment grand (f [GdlH90℄ p.117).En�n puisque ǫ peut être hoisi arbitrairement petit, on a d(xn, α∞) ≤ H + 8δ + o(n). D'où le faitque (xn)n suive asymptotiquement α∞, ie (xn)n est régulière.Remarque : Les inégalités
d(xǫ

n, xǫ
m) ≥ ||xǫ

n| − |xǫ
m||

d(xǫ
n, xǫ

m) ≤ ||xǫ
n| − |xǫ

m|| + 4δdéoulent du fait qu'on a l'égalité seulement dans le as où les points sont alignés.2.7.3 Résultats préliminairesNous allons énoner maintenant quelques résultats préliminaires qui nous permettront de fa-iliter les démonstrations des théorèmes qui vont suivre.Proposition 2.7.2 Un sous-groupe d'un groupe hyperbolique G est élémentaire par rapport à laompati�ation hyperbolique dans le sens de la dé�nition (2.2.5) si et seulement si il est soit �ni,soit une extension �nie de Z, sinon il n'est pas moyennable.Démonstration
(⇒) Soit Γ un sous-groupe élémentaire de G, ie Γ �xe un sous-ensemble de ∂G.D'après [Gro87℄, omme Γ est un sous-groupe d'un groupe hyperbolique, alors ∂Γ est vide ou ad-met exatement deux points, e qui signi�e toujours d'après [Gro87℄ que Γ est soit �ni, soit uneextension �nie de Z.
(⇐) Soit Γ un sous-groupe d'un groupe hyperbolique.Si Γ est �ni, alors d'après la Proposition 15 de [GdlH90℄, on sait que ∂Γ sera vide.Si Γ est une extension �nie de Z, alors toujours d'après [GdlH90℄, on sait que ∂Γ admet exatementdeux points.Et d'après [Gro87℄ dans es deux as, ela signi�e que Γ est élémentaire par rapport à la ompat-i�ation hyperbolique.Proposition 2.7.3 La frontière de Poisson d'une mesure µ sur G est non-triviale si et seulementsi gr(µ) est non-élémentaire.DémonstrationLa démonstration se déduit de la proposition (2.7.2) et du théorème (1.5.2) du premier hapitre.À présent, énonçons un premier résultat intermédiaire important dans l'appliation de l'ap-proximation des rayons :Théorème 2.7.4 Soit µ une mesure de probabilité ayant son premier moment �ni sur un groupehyperbolique G telle que gr(µ) soit non-élémentaire.Alors presque tout hemin simple de la marhe aléatoire (G, µ) est une suite régulière non-trivialedans G.DémonstrationD'après le lemme (2.5.2), on sait qu'il va exister un taux d'éhappement l orrespondant à uneertaine jauge de mots �xée.Comme gr(µ) est non-élémentaire, alors d'après la proposition (2.7.3), la frontière de Poisson de
µ est non-triviale, d'où d'après le théorème (2.5.5) le fait que l soit stritement positif.



2.7. GROUPES HYPERBOLIQUES 63De plus puisque µ a un premier moment logarithmique �ni (ar elle a un premier moment �ni),alors :
d(xn−1, xn) = |hn| = o(n)ar |hn|

n
−→ 0 d'après e qu'on a vu préédemment dans une démonstration et par dé�nition dela distane d.Don la suite (xn)n véri�e :

|xn|
n

−→ l > 0 et d(xn, xn−1) = o(n)ie d'après le théorème (2.7.1) que (xn)n est régulière non-triviale.2.7.4 Détermination de la frontière de Poisson via l'approximation desrayonsAppliquons maintenant le théorème faisant intervenir l'approximation des rayons au as parti-ulier des groupes hyperboliques.Théorème 2.7.5 Soit µ une mesure de probabilité ayant un premier moment �ni sur un groupehyperbolique G telle que le groupe gr(µ) soit non-élémentaire.Alors presque tous les hemins simples de la marhe aléatoire (G, µ) onvergent dans la om-pati�ation hyperbolique et la frontière hyperbolique ∂G munie de la mesure limite résultante estisomorphe à la frontière de Poisson de (G, µ).DémonstrationSoit ξ ∈ ∂G, on pose αξ le rayon géodésique tel que l'appliation : ξ 7−→ αξ soit mesurable(prendre par exemple pour αξ le rayon minimal pour l'ordre lexiographique le long de tous lesrayons joignant e et ξ).Soit l'appliation :
πn : ∂G −→ G

ξ 7−→ πn(ξ) = αξ([nl])où l est le taux d'éhappement et [t] la partie entière de t.Alors d'après le théorème (2.7.4), on sait que tout hemin x = {xn} sera une suite régulière non-triviale, ie d(xn, πn(x∞)) = d(xn, α∞([nl])) = o(n) pour P-presque tout x par dé�nition de larégularité.On peut alors appliquer le théorème (2.5.5) à la suite πn, qui véri�e :
1

n
|(πn(Πx))−1xn|G =

1

n
d(πn(Πx), xn)

=
1

n
d(πn(x∞), xn)

=
1

n
d(α∞([nl]), xn)

−→ 0D'où le fait que ∂G muni de la mesure limite soit isomorphe à la frontière de Poisson.2.7.5 Détermination de la frontière de Poisson via l'approximation desbandesFaisons de même que dans le paragraphe préédent, mais ette fois-i utilisons le théorèmefaisant intervenir l'approximation des bandes.D'ailleurs, en utilisant l'approximation des bandes à la plae de elle des rayons, on obtient unrésultat plus fort d'une façon plus simple et 'est e que nous allons onstater.Proposition 2.7.6 La ompati�ation hyperbolique d'un groupe hyperbolique non-élémentairesatisfait les onditions (1), (2) et (3).



64 CHAPITRE 2. ÉTUDE DE LA FRONTIÈRE DES GROUPES HYPERBOLIQUESDémonstrationMontrons que G satisfait la ondition (1).En fait ette ondition est immédiatement véri�ée par dé�nition de la ompati�ation hyper-bolique. En e�et, si la suite (gn)n ∈ G onverge vers un point y ∈ ∂G, alors ela signi�e que :
∀m ∈ N, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, gn ∈ ymGMais alors dans e as pour tout x ∈ G, on a aussi :
∀m ∈ N, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, gnx ∈ ymG(ar G est un groupe). D'où la onvergene de (gnx)n vers y pour tout x ∈ G.Montrons maintenant que la ondition (2) est également véri�ée.Comme G est la ompati�ation hyperbolique d'un groupe hyperbolique non-élémentaire, alorsd'après la Proposition-Dé�nition 15 de [GdlH90℄ se trouvant dans le hapitre 7, au paragraphe 5,on sait que ∂G admet au moins trois points.À présent, soient ξ− 6= ξ+ ∈ ∂G, on pose S(ξ−, ξ+) l'union des points de toutes les géodésiquesdans G joignant ξ− à ξ+. Et on onsidère l'appliation :

S : ∂G × ∂G −→ P(G)

(ξ−, ξ+) 7−→ S(ξ−, ξ+)En fait S véri�e les onditions voulues d'après les paragraphes 7.3 et 7.5.A de [GdlH90℄, ar danseux-i on apprend que l'enveloppe S(ξ−, ξ+) est quasi-onvexe (ou ǫ-onvexe).Montrons pour �nir que la onpati�ation véri�e la ondition (3).Comme on onsidère depuis le début une mesure µ sur G, alors ette dernière induit une distane
d dé�nie par la longeur des inréments, |hn|d = |x−1

n−1xn| = d(xn−1, xn).Cette distane est invariante à gauhe par G ar pour tout g ∈ G :
d(gx, gy) = |(gx)−1gy| = |x−1g−1gy| = |x−1y| = d(x, y)De plus si on onsidère la jauge de mots G assoiée à ette distane, alors elle sera bien tempérée(puisque G est �ni ar G est un groupe hyperbolique �niement engendré).Ensuite omme G véri�e les onditions (1) et (2), alors pour tous b− 6= b+ ∈ ∂G, on sait que

S(b−, b+) 6= ∅, d'où P (b−, b+) 6= ∅.De plus quelles que soient deux géodésiques de P (b−, b+) omme elles sont dans un groupe hy-perbolique, alors elles sont à une distane uniformément bornée l'une de l'autre d'où la ondi-tion (3) (en e�et ar ∀a, b, c ∈ ∂G formant un triangle de géodésiques, on sait que ∀v ∈ [a, b],
d(v, [a, c] ∪ [c, b]) ≤ δ).Théorème 2.7.7 Soit µ une mesure de probabilité sur un groupe hyperbolique G telle que le sous-groupe gr(µ) engendré par son support soit non-élémentaire.Alors presque tous les hemins simples {xn} onvergent vers un point (aléatoire) x∞ ∈ ∂G, ie ∂Gmuni de la mesure limite résultante λ est une µ-frontière et la mesure λ est l'unique mesure deprobabilité µ-stationnaire sur ∂G.DémonstrationLa démonstration déoule du théorème (2.2.1) et de la proposition (2.7.6).Théorème 2.7.8 Sous les onditions du théorème (2.7.7), si la mesure µ a une entropie H(µ)�nie et son premier moment logarithmique �ni (as partiulier : µ a son premier moment �ni),alors (∂G, λ) est isomorphe à la frontière de Poisson de (G, µ).DémonstrationLa démonstration déoule du théorème (2.6.5) et de la proposition (2.7.6).Remarque : Les méthodes que nous venons de voir peuvent s'appliquer dans d'autres situationsomme par exemple : pour les sous-groupes disrets des groupes semi-simples de Lie (dans le as oùles bandes Aγ−,γ+

sont plates dans l'espae symétrique orrespondant), pour des produits libres,pour des groupes résolubles (en partiulier polyyliques), et.



2.7. GROUPES HYPERBOLIQUES 65BilanGrâe à l'étude que nous avons mené dans e hapitre, nous avons été en mesure de montrer quela frontière de Poisson de marhes aléatoires sur les groupes hyperboliques s'identi�e à la frontièrehyperbolique, qui elle n'est pas triviale. Ainsi, nous avons pu exempli�er le fait que la frontière demarhes aléatoires sur les groupes n'est pas toujours triviale, même s'il existe une multitude defaçons de montrer qu'elle l'est.ConlusionGrâe à l'étude que nous avons mené, nous avons pu exempli�er l'existene de groupes pourlesquels les marhes aléatoires sur eux-i admettent une frontière non triviale. De plus, ette études'applique à d'autres types de groupes que nous n'avons pas étudié ii mais dont on peut trouverle détail par exemple dans [Fur71℄ ou enore [Kai00℄.
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ConlusionCe travail réalisé au sein du Mathematial Institute d'Oxford m'a permis de déouvrir un do-maine de reherhe atif de nos jours en algèbre et en aléatoire. En e�et mon stage ayant onsistéen la déouverte de la théorie des marhes aléatoires sur les groupes disrets, qui s'avère être in-téressante dans le sens où elle permet d'e�etuer une lassi�ation des groupes selon la trivialitéou non de la frontière d'une marhe aléatoire ayant ertaines propriétés sur es groupes.Pour �nir, je remerie le Mathematial Institute d'avoir bien voulu m'aueillir et plus partiulière-ment les étudiants du laboratoire pour leur aueil et leur aide, ainsi que Cornelia Drutu qui m'apermis d'e�etuer e stage et m'a suivi pendant toute la durée de elui-i.
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