Calculo para Informatica 1

1 Nocoes de Loégica

Ex 1-1 Negue as seguintes proposicoes:
(a) Todos os alunos desta turma sao caloiros.
(b) Ha caloiros nesta turma.

¢) Nenhum aluno desta turma é caloiro.

e) O André é caloiro mas a Joana nao é.

f) Se o André é caloiro entao a Joana também é.

(
(

)
)
(c)
(d) H& pelo menos um aluno nao caloiro nesta turma.
)
)
(g) Ou o André é caloiro ou a Joana nao é.

Usando conectivos e quantificadores traduza simbolicamente cada uma das afirmagoes
anteriores.

Ex 1-2 Distinga os silogismos dos paralogismos:

(a) Se nao chover vou a praia.
Chove muito.
Logo nao vou a praia.

(b) Se nao chover vou a praia.
Vou a praia.
Portanto nao chove.

(c) H& engarrafamentos sempre que estd a chover.
Hoje nao héa engarrafamentos.
Portanto hoje nao esta a chover.

(d) H& engarrafamentos sempre que esta a chover.
Esta a chover.
Logo héa engarrafamentos.
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Traduza simbdlicamente cada um dos silogismos correctos que encontrar.

Ex 1-3 Considere um objecto que pode ser branco ou preto, redondo ou quadrado,
pequeno ou grande. Esse objecto é:

(a) redondo se e somente se nao for branco.
(b) branco se e somente se nao for grande.
(c) redondo se for pequeno e branco.

Qual a sua cor, forma e tamanho?

Ex 1-4 Numa ilha ha duas tribos: a tribo dos Mentirosos que mentem compulsiva-
mente, e a tribo dos Verdadeiroﬂ que nunca mentem. Um légico (L) chega a essa ilha
e encontra trés nativos: a Alice (A), o Ben (B) e o Charlie (C). Passa-se o seguinte
didlogo:

.y

) Alice, vocé é Verdadeira ou Mentirosa?

(

(A) Er migh sur!

(L) Ben, o que é que ela disse?

(B) A Alice disse que era mentirosa. E o Charlie também é mentiroso.
(C) Nao! A Alice é Verdadeira.

A que tribo pertence cada um dos trés indigenas?

Ex 1-5 Uma gaveta duma cémoda tem 50 meias brancas e 50 meias pretas. Quantas
meias se devem tirar, de olhos fechados, de forma a ter de certeza duas meias da
mesma cor?

Ex 1-6 O pinhal de Leiria tem um milhao de pinheiros. Cada pinheiro tem no
maximo 600 000 agulhas. Mostre que ha, no pinhal de Leiria, pelo menos dois pin-
heiros com o mesmo numero de agulhas.

Ex 1-7 Numa carruagem de combdio estao seis pessoas: A, B, C, D, E, F. Cada
uma delas é de uma das seguintes localidades: Viseu, Coimbra, Taveiro, Santarem,
Milfontes, Abrantes. Sabe-se que

(a) A e o homem de Viseu sao médicos.

I Problema extraido do livro "Labyrinths of Reason”, de William Poundstone.
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(b) E e a mulher de Coimbra sao professores.
(c) C e a pessoa de Taveiro sao engenheiros.

(d) B e F participaram na guerra em Africa, mas a pessoa de Taveiro nunca foi a
tropa.

(e) A pessoa de Milfontes é mais velha que A.
(

f) A pessoa de Abrantes é mais velha que C.

)
)
g) Em Santarem B e o homem de Viseu descem do combdio.
) No entroncamento C e o homem de Milfontes descem do combéio.

(
(h
Descubra quem é donde, e qual a respectiva profissao.

Ex 1-8 No planeta Og ha quatro tipos de nativos: os verdes, os vermelhos, os do
norte e os do sul. Os verdes nortenhos e os vermelhos do sul dizem sempre a verdade,
os verdes do sul e os vermelhos do norte mentem sempre.

(a) De noite, sem luz, encontra um nativo. Que pergunta sim-nao lhe pode fazer
para ficar a saber a sua cor?

((b) Um terrdqueo (T) chega a Og e encontra, numa noite muito escura, um nativo
(N). Passa-se o seguinte didlogo:

T: Voce é vermelho?

T: Voce é do sul?

T: Vocé nao responde?

N: Se eu respondesse nao as suas duas primeiras perguntas estaria a mentir
pelo menos uma vez.

E possivel determinar a cor e o hemisfério do nativo?

(¢) Num dia claro e luminoso o terrdqueo encontrou um nativo que lhe disse: ”Sou
um verde do norte”. O terrdqueo pensou um pouco e disse: "Nao sei de que
hemisfério ele é.” De que cor era o nativo?

(d) Dois nativos, A, B, dizem o seguinte.
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A: Sou verde do norte.
B: Sou verde.
B: Sou do norte.

Pode deduzir-se o tipo de algum deles?

(e) Um nativo diz: ”Se sou verde entao sou do sul”. Qual é o seu hemisfério e a
sua cor?

Ex 1-9 Na ilha de FasiVesi ha dois tipos de pessoas. Os Vesis dizem sempre a
verdade ou nao respondem. Os Fasis mentem sempre ou nao respondem. Se uma
pergunta é feita de tal forma que, se respondessem, estariam a trair a sua natureza,
os habitantes, naturamente, calam-se.

i) Exiba uma pergunta & qual um Fasi possa responder sim ou nao, mas a qual
um Vesi nao pode responder.

ii) Exiba uma pergunta a qual um Vesi pode responder sim ou nao mas um Fasi
nao pode responder.

iii) Exiba uma pergunta a qual um Vesi pode responder ndo mas nao pode responder
sim, a qual um Fasi nao pode responder.

iv) Exiba uma pergunta a qual um Vesi pode responder sim mas nao pode responder
nao, a qual um Fasi nao pode responder.

v) Exiba uma pergunta & qual nem um Fasi nem um Vesi pode responder.
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2 Numeros Reais.

Ex 2-1 Nas alineas seguintes use os termos inteiro, racional, irracional, para clas-
sificar o nimero dado:

a) 4 b) —6

¢) 2.(13)=2.1313--- d) v2-3
e) 83 f) m—2
g) 0,125 h) 9-+9
i) 0.(9)=0.999--- i) 132

Ex 2-2 Sex=0.333--- entao 10x —2x =3.333---—0.333---=3. Logo 9x =3
& 3x =1 < z = 1/3. Usando o mesmo tipo de argumento represente os
seguintes nimeros racionais como fracgoes de inteiros:

a) 0.3939--- = 0.(39) b) 0.255255-- - = 0.(255)

¢) 9.7171---=9.(71) d) 4.66087087- - - = 4.66(087)

Ex 2-3 Nos exercicios seguintes substitua o simbolo * por <, > ou = de modo a
obter afirmacoes correctas:

a) 3%0.7 b) 0.33 % 3
c) V2 % 1.414 d) 4%+/16

e) —2%—0.285714 f) mx2

Ex 2-4 Em cada uma das alineas seguintes encontre uma desigualdade da forma
|z — ¢| < § cuja solugao seja o intervalo aberto dado:
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3 Funcoes reais de variavel real.

Ex 3-1 Diga quais das seguintes aplicagoes sao: injectivas, sobrejectivas ou bijec-
tivas:

) fi{abcl — {1,2,3} talque f(a)=1, f(b)=3¢e flc) = 1.
) fi{ab,e.dy — {1,2,3} tal que f(a) =2, f(b) =3, f(c)=1e f(d) = 3.
) fi{a,b,c} —{1,2,3,4} talque f(a) =1, f(b) =3 e f(c) = 4.
(d) f:N—N tal que f(z)=z+L
) f:R—R tal que f(x)=z2
) f:[0,400[— R tal que f(x)= a2
) f

: [0, +oo[— [0, +00[ tal que f(z)= 2%

Ex 3-2 Seja f : R — R aaplicagao definida por f(z) = 2 |z|. Determine f ([—2,0])
e f7H([-1,3)).

Ex 3-3 Sejam c e f duas variaveis representando a mesma temperatura medida

respectivamente em graus Celsius (C) e em graus Fahrenheit (F). A relagao entre
c e f élinear. O ponto de congelamento da agua é de ¢ = 0°C ou f = 32°F. A
temperatura de ebulicao é de ¢ = 100°C ou f = 212°F.

(a) Determine a férmula de conversdo da temperatura em graus Fahrenheit para a
temperatura em graus Celsius.

(b) Existe alguma temperatura para a qual os valores em graus Celsius e Fahrenheit
sejam iguais? Determine-a em caso afirmativo.

(c) A relacao entre a temperatura absoluta k, medida em graus Kelvin (K), e a
temperatura ¢, em graus Celsius (C), é linear. Sabendo que k£ = 273°K quando
¢ =0°C e k = 373°K quando ¢ = 100°C determine k em funcao de f.

Ex 3-4 Determine se cada curva é o grafico de uma fungdo y = f(x). Em caso
afirmativo,
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a) indique o dominio e imagem (contra-dominio) da funcao f,
b) determine se f é injectiva.

Sendo f injectiva, identifique o dominio e esboce o grafico da funcao inversa, r =

f ().

b) ’/1 = X

[
|

/
D
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Ex 3-5 Encontre uma férmula possivel para cada uma das funcoes representadas
pelos graficos seguintes.

32

Ex 3-6 Usando a funcao logaritmo natural, resolva as seguintes equagoes:

a)  2=(1.02)" b) 120 = 10 ¢)  40=100¢""
d)  6'=42 ¢)  5et=10 f)  527t=103

Ex 3-7 As funcoes seguintes representam a evolucao de diferentes populacoes de
bactérias, ao longo do tempo medido em horas, desde um certo instante inicial £ = 0.

a)  P(t)=10(1.08)'  b) P(t)
o) Py(t) =25(0.79) d) Pt

5(1.17)°
10 (0.88)!
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(a) Qual das populagbes tem a maior taxa de crescimento relativo?
(b) Qual das populagbes é maior no instante inicial ¢t = 07

(c) Qual das populagoes tem a maior taxa de crescimento absoluto no instante
inicial ¢t = 07

(d) Existem populagoes decrescendo de tamanho? Se sim, quais?

Ex 3-8 Os graficos seguintes representam as populacoes do exercicio anterior.

Estableca a correspondéncia entre os gréficos A, B, C' e D, e as fungbes P(t),
P2<t), Pg(t) (§ P4<t)

Ex 3-9 Considere uma populagao cuja evolucao ao longo do tempo, medido em
horas, é descrita por uma fungao P(t) satisfazendo a seguinte relagao:
P(t+1)— P(t)
P(t)

= 0.02 t>0.

(a) Interprete a relagdo acima. Qual a taxa de crescimento percentual, ao ano,
desta populacao?

(b) Supondo que a populagao tem uma dimensao inicial P(0) = 1250000, e que
ela é expressa por uma funcao exponencial da forma P(t) = Py a’, determine os
valores das constantes P e a.
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4 Limites

Ex 4-1 Seja a um nimero real fixo. Determine os limites

i JOEN = J@) @ =S )
h—0 T—a €T —a r—+o0o I
sendo
a) f(z)=5x+2 b) f(x) =4z + 522
1
= = 2.
c) flz) 1 d)  fz)=vax+
Ex 4-2 Estude os seguintes limites:
(a) lim m, a€{-2,0}
r—a
ot —1
(b ilLIClL L aeR
sin 22 sex <0

(c) lim, o f(z), onde f(z) = { log(1+x) sexz >0

() limy— s VZ(VZ T 2 — V)

3 se z é inteiro
1 caso contrario

@hmﬁﬂﬂ@,(mhﬂ@:{

Ex 4-3* Em cada uma das alineas abaixo, supondo que f(x) satisfaz a desigualdade
indicada para todo = > 1, veja se pode concluir a existéncia do seguinte limite a
direita: L = lim, 1+ f(z), e nesse caso identifique-o.

z—1
(@) 17(2) —2 < T
(b) |f(z)+2] <2vz—1

r+1

(©) f@)+22 ==



Calculo para Informatica 11

z+1
x_

(d) [f(z)+2] <

Ex 4-4 Calcule os seguintes limites:

(a) lim SR (b) Tim SV
z—0 €x x—0 x
2
. X .
© Iy @ m Vet l-ve
2 _
(o) lim YETI=V2 gy, los2r 4 )
z—1 r—1 z—+oo  logx
(8) lim (V2T 1 (2 —2)")

Ex 4-5 Dé exemplos de sucessoes (u,) e (v,) tais que u,, — 400, v, — —00 €

a) lim, oo 0, + v, =0

(
(b) limy,— oo tp + v, =10
(c
(d

)
)
) limy, oo Uy, + v, = 00
) limy, o0 Uy + v, = —00
)

(e) lim,_ o0 upn + v, Na0O existe.
Ex 4-6 Dé exemplos de sucessoes (u,,) e (v,) tais que u,, — 0, v, — 400 e

a) lim, o u, v, = a, com a € R — {0}

(c

(
(b
(d

)

)

) limy, oo Uy v, = 00
) limy, o0 Up v, = —00
)

(e) lim, . u, v, ndo existe.
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Ex 4-7 Usando o teorema das sucessoes enquadradas, calcule o limite das seguintes

sucessoes:

(a) n!/n"
1 1 1

2 T e

(b)
(c) (a/n)", a €R

d) e
vnt+1 vnt+n

Ex 4-8 Calcule os seguintes limites

a)  lim, .(vn+1—+/n)

c) lim, .oo(vn2+n—+/n2+1)

e) limp,.oon—+2n+1v/n+3
. n+2

g) lim, o (1 ;39)

i) limy_e (14 %)"
k) lim,,_ . nsin (nm)

) sinn
m) lim, oo —
n

0) lim, . (n®+n)/"

q) lim, .o 37 "sin (n* +n? + 3n + 2)

2n —3

li n—oo o5 | = =1/n
3 M g

lim, oo ————
Hn + 7n+1

32n + 4n

limy, o ——————
B 7t

limy, oo (1+ 725)"

lim, o (1 — 1)
lim,, oo (1= 5)"

1

n

lim,, o n sin

lim,, oo 0™
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Ex 4-9 Cada sucessao (a,), em que a,, é definido por uma das seguintes expressoes,
converge para 0.

1 1 1
a) an:m b) an:ﬁ C) an:ﬁ
1 1
d n = — n =
) e 2n e) @ logn

(a) Para cada uma destas sucessoes encontre o mais pequeno inteiro N, tal que
la,, — 0] < 0.001 para toda a ordem n > N.

(b) Qual das sucessoes acima indicadas converge mais rapidamente para zero?

(c) Compare-as assintéticamente. Identifique os pares de sucessées acima, em que
a primeira seja um infinitésimo relativo da segunda.

Ex 4-10* Recordemos que, dadas sucessoes de nimeros reais (z,) e (yn),

T, = 0(yp) < limﬁ:O e T,~Y, & lim 22— 1.

=0 Yy =00 Yy

n,,—3

Para cada uma das sucessoes x,, = e"n=3, z, =n?+n®> e x, =n?logn, escolha

a alternativa correcta:

(C) n® = o(zn)

(D) nehuma das anteriores.

Ex 4-11 Indique, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:

(a) Se (x,) e (yn) sdo sucessoes divergentes, entao a sucessao (x, +y,) é divergente.

(b) Se (z,,) e (yn + ,,) s@o0 sucessoes convergentes, entao a sucessao (y,) ¢ conver-
gente.
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Ex 4-12 Considere a sucessao (a,) definida por a; = 0.3, ay = 0.33 , a3 = 0.333,
as = 0.3333, etc.

(a) Determine o mais pequeno inteiro N tal que !an — %‘ < 0.01 paratoda a ordem
n > N.

(b) Determine o mais pequeno inteiro N tal que |an — %‘ < 0.001 para toda a
ordem n > N.

(¢) Dado € > 0 determine p(e) tal que |a, — i| < ¢ para toda a ordem n > p(e).

5 Continuidade.

Ex 5-1

(a) Prove que a sucessao u, = % + n+r1 +---+ % ¢ monotona e convergente.
(b) Prove que o limite L = lim u,, satisfaz % <L<1.

Ex 5-2 Determine os pontos de continuidade e descontinuidade das funcoes, onde
I(x) representa a parte inteira de x.

(a) f(x):xg’—%—l, r € R\ {0}

x
I(x)+x x>0
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Ex 5-3* Veja se cada um dos pontos —a, 0 e a é um ponto de: continuidade a
esquerda, continuidade a direita, descontinuidade removivel, descontinuidade de 1*
espécie (i.e. com limites laterais finitos e diferentes), ou descontinuidade de 2* espécie
(i.e.nem removivel, nem de 1* espécie) da funcao f representada na figura seguinte:

Ex 5-4 Considere as seguintes funcoes reais de variavel real:

_2—\/27—3

() () = =

_ V1+sinz—+/1—sinx
x

(b) g(x)

Vi +br+4

(c) hlz) = 2 4+4r+3

(a) Indique, em termos de intervalos, o dominio de cada uma das fungdes.
(b) Verifique se as fungoes f, g e h se podem prolongar por continuidade a todo R.

(c) Verifique se a fungao h(z) se pode prolongar por continuidade ao ponto x = —1.

Ex 5-5 Mostre que as seguintes equagoes tém solucoes nos intervalos indicados:

(a) z =cosz, x€][0,7/2].
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(b) = —logz, =z €]0,1].
(c) 24z =¢", xR

(d) =z = f(x), x € [a,b] onde f:]a,b] — [a,b] é uma fungao continua com valores
no intervalo [a, b] .

Ex 5-6* Seja f:R — R uma fungao continua tabelada em 5 pontos.

x |0 1]2]3]4
f@)[12]29]02[12]33

(a) Em quais dos seguintes intervalos [0, 1], [1,2], [2,3] e [3,4] pode garantir que a
equacao 1.9 = f(z) tem pelo menos uma raiz?

(b) Para cada um dos outros intervalos desenhe o grafico de uma funcao continua,
com os valores acima tabelados, onde essa equagao nao tenha solugoes.

Ex 5-7 Seja f:R — R uma funcao continua tal que os limites seguintes existem e
sao finitos:

A, = lirf flz) e A= lim f(z)

(a) Dé um exemplo de uma fungao nestas condi¢oes sem maximo nem minimo.

(b) Dé um exemplo de uma fungao nestas condigoes, com A, = A_, que nao tenha
minimo ( respectivamente maximo).

(c) Mostre que qualquer fungao f nestas condigoes é limitada.

(d) Mostre que toda a funcao nas condigoes acima com A, = A_, ou tem méximo
ou tem minimo.

Ex 5-8 Considere a familia de todos os rectangulos inscritos no circulo unitario
cujos lados sao paralelos aos eixos coordenados.

(a) Veja que é possivel representar as areas daqueles rectangulos por uma fungao
A(t) do angulo t € [0,7/2] que o vértice P = (cost,sint) no 1° quadrante faz
com o semi-eixo positivo das abcissas.
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(b) Mostre que a fungdo A(t) tem um méaximo. Determine-o.

y

Ex 5-9
(a) Mostre que a fungao f(z) = z* + x — 1 tem pelo menos duas raizes reais.
(b) Seja P(z) = ag + a1z + azx* + ... + a,2™ um polinémio de grau par tal que

ap < 0 e a, = 1. Mostre que P(x) tem pelo menos duas raizes reais.

Ex 5-10 Seja f:R —R definida por

f(x):{x sex <1

z+1 sex>1
(a) Encontre f~! e esboce o seu grafico.
(b) Mostre que f e f ~1 sao estritamente crescentes.
(c) As fungoes f e f~! sdo continuas em todos os pontos?

Ex 5-11 Em cada uma das alineas seguintes esboce o grafico de uma funcao f
definida em [0, 1] e satisfazendo (se possivel) as condigoes dadas:

(a) f continua em [0, 1] com valor minimo 0 e valor maximo 1.
(b) f continua em [0, 1] com valor minimo 0 e sem valor méximo.

)
)

(¢) f continua em ]0, 1] assume os valores 0 e 1 mas nao assume o valor 3.
)

(d) f continua em [0, 1] assume os valores —1 e 1 mas nao assume o valor 0.
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(e) f continua em [0, 1] com valor minimo 1 e valor maximo 1.

(f) f continua em [0, 1], ndo constante, nao assume valores inteiros.

(g) f continua em [0, 1] ndo assume valores racionais.

(h) f continua em [0, 1] assume um valor maximo, um valor minimo e todos os
valores intermédios.

(i) f continua em [0, 1] assume apenas dois valores distintos.

(j) f continua em ]0, 1] assume apenas trés valores distintos.

(k) f ndo continua em |0, 1] tem por imagem um intervalo aberto e limitado.

(1) f nao continua em ]0, 1] tem por imagem um intervalo fechado e limitado.

(n) f continua em [0, 1] tem por imagem um intervalo ilimitado.

)
)
)
)
(m) f continua em |0, 1] tem por imagem um intervalo ilimitado.
)
(o) f nao continua em [0, 1] tem por imagem o intervalo [0, +ool.
)

(p) f continua em [0, 1] tem por imagem um intervalo fechado e limitado.

6 Composicao de funcoes.

Ex 6-1 Caracterize as fungoes compostas fog, gof, fof e gog, sendo:

a) f(z)=22>—-u e g(x) =3z +2
b)  flx) = T 1 e gla) =a* ,
0 f@)=— e gl ="

a) f(g(1)) b) g(f(1)) c) f(f(1))
d) g(g(1)) e) (gof)3) £) (fog)(6)
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x 1 2 3 4 5 6
f@) | 3 1] 225
g(x) 6 3 2 1 2 3

—_

Ex 6-3 Use os gréficos de f e g, esbogados na figura em baixo, para avaliar cada
uma das expressoes seguintes, ou explicar porque nao esta definida:

a) f(g(1)) b) g(f(0)) c) (fog)0)
d) (go f)(5) e) (go09)(=3) f) (fof)4)
y
N
N
1
3 1 2 4 4 5
-2
f

Ex 6-4 Seja B a classe formada por todas as fungoes a seguir enumeradas:

a) as funcoes constantes.

(c

(d) a funcdo exponencial, exp : R — R, e a sua inversa o logaritmo neperiano,
log :]0, +-00[— R.

(a)

(b) as poténcias de expoente natural P, : R — R, P,(z) = z".
) a funcao raiz quadrada, Sqrt : [0, +00[— R, Sqrt(z) = /.
)

(e) as fungdes trignométricas seno e coseno: sin, cos : R — R.

Vamos dizer que uma funcao é B-elementar se puder ser obtida a partir de func¢oes
em B a custa das operacoes de adigao, subtraccao, multiplicagao, divisao e composicao
de funcoes.
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(a) Mostre que a fungdo f = (expoPs)/(Sqrt o (Py — P,)) ¢ B-elementar baseado

na seguinte arvore generativa:

(expoPs)/(Sqrt o (Py — P2))
divisao

Sqrt o (Py — Ps)

exp Sqrt
subtracao

Obtenha uma expressao explicita para f(z) e determine o seu dominio.

(b) Mostre que cada uma das fungdes a seguir é B-elementar. Para cada uma,

obtenha o dominio e a sua arvore generativa.

2

g(z)=1-2x+ 2? hz) = 75

Z(l’) = 1e;z2 '](‘T) = siix + Sl%

{(x) = cos <3: + 10295)

h(xz) = y/x, qual das seguintes

Ex 6-5* Sendo f(x) = €*, g(x) = cos(z) e
expressoes: Jo g) fo g, 9o/ ou 9, f, repesenta a fungao
h h h h >
ecos(a:)

?

u(z) = 7

Ex 6-6 Determine g tal que f o g = F, sabendo que:
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x a’x?
3 L2
) fr)=a", Fla)=(1- )
Ex 6-7 A figura seguinte representa o grafico de uma fungao real de variavel real
f(z)
y
b

7 | i |
Sendo g : R — R a funcao definida por:

(z) = T sex >0
I =Y 27! sex<0

qual dos graficos abaixo que representa a funcao go f?

a) J & b)
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Descreva fungoes f tais que a composi¢ao g o f corresponda a cada um dos outros
trés graficos.

Ex 6-8 Considere a fun¢ao f(x) = sinz, definida no intervalo x € [0,27]. Esboce
o grafico de cada uma das fungoes seguintes e indique o respectivo dominio:

a) [f(z)] b) f(-x)

c) —f(-z) d) f(z)+1

e% flx+1) f) f(2z)
2

Resolva 0 mesmo problema para as fungoes g(z) = z? definida em R e para

h(z) = I no intervalo z €]0, +o0|.

Ex 6-9 Suponha dado o gréfico y = f(z). Escreva uma equagao para o grafico que
se obtem de y = f(x) pela transformacao descrita em cada alinea:

a) translagao vertical 2 unidades para cima.
translacao vertical 2 unidades para baixo.
translacao horizontal 2 unidades para a esquerda.
translacao horizontal 2 unidades para a direita.

reflexdao em torno do eixo dos zz.

)
)
)
)

f) reflexdo em torno do eixo dos yy.
) expansao vertical por um factor 2.
) contracgao vertical por um factor 2.
) expansao horizontal por um factor 2.
)

contracgao horizontal por um factor 2.

Ex 6-10 Estenda os gréficos das fungoes f e g ao intervalo [—4, 0], sabendo que:
a) tanto f como g sdo fungoes pares,

b) as fungoes f e g sdo impares.
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S

Ex 6-11 Determine se sao pares, impares, ou nem pares nem impares as funcoes
seguintes:

a) f(z)=22°—-322+2 b) f(z)=22%—2"
c) f(z) = cos(x?) d) f(z)=1+sinz

Ex 6-12 Seja g:R —R definida por

g(:v):{g sex # 1

sex =1
e f(x) = x + 1, para todo o z € R. Verifique que

lim(g o f)(z) # (g0 f)(0) .

xT

Este resultado contradiz o teorema da fun¢do composta (para fungdes continuas)?
Justifique.
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7 Inducao e Recursividade.
Ex 7-1 Prove, recorrendo ao método de inducao matematica, que:

1
(a) 1+2+...+n:@,paratodonEN.

n(n+1)(2n+1)

(b) 1422+ ... +n? = c

, para todo on € N.

(c) 2"t < n!, para todo o n € N.

Ex 7-2 Considere a sucessao

(a) Calcule os trés primeiros termos da sucessao.
(b) Prove por indugao que

(1) V2 < u, <2, para todo o n € N.

(2) (uy,) é crescente.

(c¢) Prove que (u,) é convergente e determine o limite.

Ex 7-3 Considere a equagao recursiva,
Ty =Tp_1+an, paratodoo n>1.
Encontre uma expressao algébrica para x, em fun¢ao de xg, a e n.

Ex T7-4* Seja (a,) uma sucessao definida por

1

=3 e an+1:—1an se n>1.

24
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)n_l, para todo n > 1.

(a) Prove, por inducao que a, =3 (—i

(b) Calcule lim,, ., a,.

Ex 7-5* Seja (x,) uma sucessao definida recursivamente por
r=1/9 e x,=3z,1 se n>1.
(a) Encontre uma expressao explicita para .

(b) Calcule lim,, . z,.

Ex 7-6* Considere a sucessio (a,) cujos primeiros quatro termos vém indicados
na tabela seguinte.

n= 0 1 2 3
ap=1-5]-21] 1 2

Seja (r,) uma outra sucessao satisfazendo a seguinte equagao recursiva
Tpt1 = Ty + Ay,
Sabendo que z4 = —6, determine x.

Ex 7-7* Considere a sucessao (a,) cujos primeiros cinco termos vém indicados no
seguinte grafico de barras verticais.

2
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Seja (r,) uma outra sucessao satisfazendo a seguinte equagao recursiva
Tpt1 = Ty + Ay,
Sabendo que x5 = 3, determine x.

Ex 7-8 Chama-se propor¢ao de um rectangulo a razao entre os comprimentos dos
seus lados maior e menor. A razao de um rectangulo é sempre um nimero maior
ou igual a um. Chama-se razdao de oiro a propor¢ao de um rectangulo que possa ser
decomposto num quadrado e noutro rectangulo exactamente com a mesma proporgao.

x-1

(a) Mostre que a razao de oiro A é solugao da equagao

1
r=1+4+—.
x
(b) Veja que as raizes desta equagao sao A = %5 =1.618034--- e —\7! = %5 =
—0.618034 - - -.

(c) Mostre que quaisquer que sejam os numeros a, b € R, a sucessao

145\ 1-/5
) e (5)

n
Ty =a
satisfaz a equacao recursiva

Tp =2Tp_1+ Tp_a, paratodoo n >2.

(d) Determine os coeficientes a e b de modo que a sucessao da alinea anterior
satisfaca as condigoes iniciais zop = 1 = 1. Como relaciona a sucessao obitda
com a sucessao de Fibonacci?



Calculo para Informatica 27

(e) Mostre que a sucessao de Fibonacci, f, = fn_1 + fu_2, fo = f1 = 1, satisfaz

. fa 1445
lim = .
n—00 fnfl 2
Ex 7-9 Considere o nimero de oiro A = %g = 1.618034--- | e a sucessao (r,)
definida recursivamente por v = 1, e
1
=1+ , para n>1.
Tn—1

Mostre que:

(a) Sendo f,, a sucessao de Fibonacci, 1, = ff’_Ll, para todo o n > 1.

(b) Paratodoon >1,r, > 1.

(c) Para todoon > 1,
1
Irn — Al < X |Tno1 — A| .

swestio X = |1+ 52 13| <] - 4
(d) Para todo on > 1,
1
|1 — Al < i

(e) limy, oo 7 = A.

Ex 7-10 Uma pequena ilha esta ligada ao continente através de uma ponte rodoviaria.
A tabela seguinte mostra os fluxos ¢,, de entrada de automdéveis na ilha em cada horaEL

entre as 8h e as 16h.

n-ésima hora | 89 | 9-10 | 10-11 | 11-12 | 12-13 | 13-14 | 14-15 | 15-16
fluxo ¢, 7 8 12 6 -7 -10 -15 -3

2 Para cada hora n entre as 9h e as 16h, o fluxo ¢,, representa o niimero de veiculos que entram,

menos 0s que saiem, entre as n — 1 e n horas.
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Relacione os fluxos ¢, com o nimero de veiculos, V,,, presentes na ilha a hora n.
Sabendo que Vi3 = 52 automoveis, determine o niimero de carros que se encontravam
na ilha:

(a) as 8 horas.

(b) as 16 horas.

Ex 7-11 Um tanque com a capacidade de 5000 m? continha 221 m?® de dgua no
instante em que comeca a encher. A dgua é debitada no tanque a um caudal que vai
diminuindo hora a hora, até que o reservatério fique completamente cheio. Sabemos
que durante a n—ésima hora, contada a partir do instante em que o tanque comeca
a encher, a dgua é debitada a um caudal constante de 100 — n metros cubicos por
hora. Determine entao:

(a) uma equacdo recursiva para o volume de agua, V,,, no tanque ao fim de n horas.

(b) uma expressao algébrica para a quantidade de dgua V,, — Vi, que é debitada no
reservatorio durante as n primeiras horas.

(c) se as primeiras 100 horas chegam, ou nao, para encher o tanque, e, em caso
afirmativo, ao fim de quantas horas fica cheio o reservatorio.

Ex 7-12 Considere uma sucessao (x,) satisfazendo a equagao recursiva
Tpy1 — 2% +2Tp1 =a,, paran>1,

onde x, descreve a posicao de um movel sobre um eixo, medida em metros ao fim
de n segundos, e a, a aceleragao, em metros por segundo quadrado, no instante
n. Imagine-se a controlar o movimento através da acelera(;é(ﬂ a, cujo valor pode
escolher em cada instante sem exceder o limite de 5 metros por segundo quadrado,
ie. |a,] <5 m/s? para todo on = 1,2,3,---. Supondo que vy = 30 m/s (
= 108 Km/h), veja se é possivel

(a) parar o mével em 4 segundos. Qual o tempo minimo para conseguir parar o
mével?

3 A aceleracdo a, no instante n corresponde & variacio v,,1 — v, entre a velocidade no segundo
imediatamente anterior a n, v, = x, — ,—1 (m/s), e a velocidade no segundo posterior, v,41 =

XTpg1 — T (M/8).
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(b) parar o mével em menos de 30 metros. Qual a distancia minima para conseguir
parar o movel?

Supondo vy = 0 (m/s), qual

(a) a distancia maxima que consegue percorrer em 4 segundos?

(b) o tempo minimo para percorrer os primeiros 50 metros?

Ex 7-13 Neste problema usaremos nimeros naturais para medir, a intervalos de
duas décadas, um periodo de 200 anos que comeca em 1820. A variavel x,, represen-
tara o nimero de habitantes de um pais no ano 1820+20n. A tabela seguinte mostra
as taxas de crescimento populaciona]E]7 que suporemos constantes em cada um dos
dez periodos de 20 anos. A taxa 7, reporta-se ao intervalo de tempo entre os anos
1820 420 (n — 1) e 1820 + 20 n.

n 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
7o | 0.092 | 0.087 | 0.078 | 0.065 | 0.049 | 0.033 | 0.02 | 0.011 | 0.006 | 0.003

(a) Encontre uma equagao que defina recursivamente a sucessao (r,) em fungao
das taxas 7,, e utilize-a para obter uma expressao algébrica para z,, em funcao
de zg e das taxas 7,.

(b) Se as taxas 7, fossem constantes a sucessao x,, seria uma progressao geométrica.
Justifique a afirmacao e diga qual a razao da progressao.

(c¢) Usando a tabela acima determine o nimero de habitantes no ano 2020, sabendo
que o pais tinha 500 000 habitantes no ano de 1820.

Ex 7-14 Considere as sucessoes {a,} definidas recursivamente por
(a) a; =1 ny1 =V1+a, (n>1)

3a, + 1
an + 3

(c) a; =1 an1 =V3+a, (n>1)

Mostre que cada uma das sucessoes {a,} converge e determine o seu limite.

(b) a; =0 A1 =

(n=>1)

4 Define-se a tazra de crescimento populacional como o nimero de novos habitantes na populacao
por ano e por habitante.
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8 Derivadas e Diferenciabilidade.
Ex 8-1 Para cada uma das fungoes apresentadas determine a sua derivada formando

0 quociente
fle+h)— fx)

h
e tomando o limite quando A tende para 0.
a) f(z)=c b) f(z)=4z+1
c) flx)=223+1 d) f(z)=1/(z+3)
e) f(z)=2’—4dz ) flo)=1/Va

Ex 8-2 Em cada uma das alineas o limite dado representa a derivada de uma
funcao f num certo ponto c¢. Determine f e ¢ em cada caso.

. (I+h)2-1 . (—2+h)*+8
Ut Y —
¢ lim Va+h—2 Q) lim cos(m+h) +1

h—0 h h—0 h,

Ex 8-3 Encontre equacgoes para as rectas tangente e normal ao grafico de f no
ponto (a, f(a)) sendo

a) f(x)=5x—-2> e a=4
b)  f(z)=1/2? e a=-2
Ex 8-4 Determine os coeficientes A, B e C' de modo que a curva
y=Az*+Bx+C
passe pelo ponto (1,3) e seja tangente a recta 4z + y = 8 no ponto (2,0).
Ex 8-5 Determine condigoes em a, b, ¢ e d que garantam que o grafico de
p(x) =ax® +ba® +cx+d, a#0

tenha
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(a) exactamente duas tangentes horizontais.
(b) exactamente uma tangente horizontal.

(c) nenhuma tangente horizontal.

Ex 8-6 Determine os pontos onde a tangente a curva:

1—a? s
a) y= o2 é horizontal.
b) y=—cosx+ - cos’x, ¢é horizontal.
1
c) y= 5 (sinx — cosz) é perpendicular & recta y — 22 = 1.
x
d) y=arcsin— , ¢é paralela a recta y = %x + 3.

Ex 8-7 Encontre um polinémio quadratico P(z) tal que P(1) =3, P'(1) = —2 ¢
P"(1) =4.

Ex 8-8* Seja f:R — R uma fungao diferenciavel em R — {0,2}. Estude a con-
tinuidade e diferenciabilidade de f nos pontos a = 0 e a = 2, conhecida a seguinte

tabela de limites laterais:

fla) | fla®) | fla™) | f'(a®)] f'(a”)
a=0 2 2 2 -1 -1
a=2 | —1 0 -1 0 0
onde f(a*) =lim,_.+ f(z) e f'(a*) = lim,_.+ f'(2).
Ex 8-9 Considere uma funcao com o seguinte gréfico
y
°
| /
: : ‘ X
P -1 2 3 4
-1t
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(a) Em que pontos f nao é continua? Em cada caso veja se é uma descontinuidade
removivel, uma descontinuidade por salto, ou nenhum dos casos anteriores.

(b) Em que pontos f é continua mas nao diferencidvel?

Ex 8-10 Para cada uma das funcoes seguintes

3 22 sex <1
a) f<x>:{2x3+1 sex > 1 e c=1
rz+1 sexr < —1
b) f(x)_{(x—i-l)2 sex > —1
-z sex<2
C) f(x):{Q:E—Z se xr > 2 e =2

1) Discuta a continuidade de f no ponto c.

2) Determine

) = i TEFP 1)
) = tim TR =IO

3) Diga se f ¢é diferenciavel no ponto c.

Ex 8-11 Sabendo que f é uma funcao diferenciavel, seja g a funcao definida por

f(x) se r<c¢

9(z) = { fle)(x—c)+ f(c) se x>c
(a) Mostre que g é diferenciavel em c. Qual é o valor de ¢'(c)?

(b) Supondo que o grafico de f é
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esboce o grafico de g.

Ex 8-12 Sejam '
) = { g sin(1/x) se

g(x) = { a? sin(1/x) se

0 se

Os graficos de f e g sao representados nas figuras seguintes:

x#0
z=0

x#0
rz=0

y=- X2\

(a) Mostre que f e g sdo ambas continuas em 0.
(b) Mostre que f nao é diferenciavel em 0.

(c) Mostre que g é diferenciavel em 0 e indique ¢'(0)

33
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Ex 8-13 Seja g:R — R definida por

(z) = 22 se <0
IE=Y 0 se 2>0

(a) Mostre que ¢'(0) e g”(0) existem ambos e determine os seus valores.
(b) Determine ¢'(x) e ¢”(x) para todo o x.
(c) Mostre que ¢"”(0) nao existe.

)

(d) Esboce o gréfico de g.

Ex 8-14 Sendo

Tz —2
= 1 2 b =
a) Y (:Z+3)(x+) )y p—
c) Y= d) y=723-62°
x

Calcule

W, (o

dz ©oda? ©odr \Y e

Ex 8-15* A figura seguinte representa o grafico de uma fungao f(z) e da recta
tangente a esse grafico no ponto (z,y) = (2,2).

2 i 6

Sendo g(x) = f(x? — ), qual o valor da derivada ¢'(2) ?

Ex 8-16* A figura seguinte representa o grafico de uma fungao f(z) e da recta
tangente a esse grafico no ponto (z,y) = (2, 2).
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X

2 i 6

Sendo g(z) = f(x) — [f(z)]*, qual o valor da derivada ¢'(2) ?

Ex 8-17 Sabendo que h(0) =3

a) fx) =z h(z) b) f !

x) =h(z)+ —

R'(0) = 2, determine f'(0) em cada alinea
| A

Ex 8-18 Mostre que cada uma das fungoes seguintes ¢é injectiva na regiao indicada
e determine a derivada ‘;—z, onde x = f~1(y), expressa em fungao de y.

a) y=f(r)=2*+1 z €]0, 40|
b) y=f(z)=2>+3z+2 reR

c) y=f(xr)=2-cos(3z) x €]0,7/3]

Ex 8-19* Seja f:[0,4] — [0,4] a fungao diferencidvel em baixo a esquerda.

(a) Desenhe o grifico da sua inversa g = f~1.
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(b) Determine a derivada de ¢ = f~! no ponto z = 2.

Ex 8-20 Encontre os valores de ¢, caso existam, para os quais a tangente ao grafico

de
fz)==/(x+1)

no ponto (¢, f(c)) seja paralela a recta que passa pelos pontos (1, f(1)) e (3, f(3)).

Ex 8-21 Considere a fungao

e determine, justificando:
(a) um intervalo onde a funcao satisfaca as condigdes do teorema de Rolle.

(b) o(s) ponto(s) do referido intervalo que verificam a tese do Teorema de Rolle.

Ex 8-22 Prove que f satisfaz as condigoes do teorema de Rolle e indique no inter-
valo dado os nimeros ¢ tais que f'(c) = 0.

(@) f@)=2’—a;  [0,1].

(b) f(z)=a2*—22%* - 8; [—2,2].
(¢) f(z) =sinz; [0, 27].
Ex 8-23

(a) Aplicando o Teorema de Rolle demonstre que a equagao
* —3x+b=0

nao pode ter mais do que uma solugao no intervalo [—1, 1] qualquer que seja o
valor de b.

(b) Indique para que valores de b, existe exactamente uma solu¢ao da equagao em
[—1,1].
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Ex 8-24 Prove que 22 = xsinz + cosz tem apenas duas solucoes reais.

Ex 8-25

(a) Prove que a equagao 4z® + 6x = 1 nao tem zeros em | — 1,0.
(b) Prove que a equacio z* + 322 — x = 2 tem um tnico zero em | — 1,0[.

Ex 8-26 Seja f(z) uma fungao diferencidvel em R tal que, f(2) = —f(4) = 1.
Considere a fung¢ao g(x) = zf(x) para todo = € R.

(a) Prove que a equagao ¢'(z) = 0 tem pelo menos uma raiz positiva.

(b) Prove que existe z €]0, 2] tal que ¢'(z) = 1.

Ex 8-27 Prove que f satisfaz as condi¢oes do teorema do valor médio e indique no
intervalo dado os nimeros ¢ que satisfazem a conclusao do teorema.

Ex 8-28 Prove que na parabola
y=Ax*+Br+C, com A#0 e AB,CeR,

a corda que une os pontos de abcissas x = a e x = b é paralela a tangente no ponto
de abcissa z = “T*b, quaisquer que sejam a, b € R.

Ex 8-29 Aplicando o Teorema do valor médio prove que:
(a) |sinz —siny| < |r — y| para todo o z,y € R.

(b) |arctanx — arctany| < |x — y| para todo o z,y € R.

(c)

T —a

X r—a
<log— < ——,0<a<ux.
a a
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(d) tanz >, 0 <z < 7.

Ex 8-30 Considere a fungao f(z) tal que |f'(x)| < k, para todo o x € R. Prove
que,

F(@) = f@)| < ko —y| para todo o .,y € R.

Ex 8-31 Verifique as desigualdades, estudando o sinal da derivada de uma funcao
adequada:

2

a) ex>1+x+x—, x> 0.
z3 ’

b) = — — <arctanz, x> 0.

c) %:c<sina:<x, 0<x<3.
23

d) x—E<sinx<m, x> 0.

Ex 8-32 Existe alguma funcao diferenciavel f que satisfaga as seguintes condigoes,
f(0) =2, f(2) =5 e f'(x) <1 no intervalo ]0,2[? Justifique.

Ex 8-33 Existe alguma funcao diferenciavel f tal que:
flz)=1 <= x=0,2,3

e fl(r)=0 <= x=-1,3/43/27
Justifique.

Ex 8-34* Seja f:[0,6] — R uma funcao duas vezes diferenciavel tal que
(a) f(0)=0e f/(0) =2

(b) £(6) = 0.

(c) f"(x) <0, para todo z € [0, 6],

Justifique porque é vélida cada uma das afirmacoes seguintes:
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a) f'(x) = 0, tem uma unica raiz em [0, 6], que corresponde a um méximo da
funcao f.

b) f(z) <2z, para todo 0 < x < 6.

Ex 8-35*" Seja f: R — R uma funcao duas vezes diferenciavel tal que

(a) f"(xz) >0, para todo x € R,
(b) f(0) = f(0)=0e f(1) =

Justifique porque ¢ vélida cada uma das afirmacoes seguintes:

a) f'(x) >0, para todo z > 0

b) f'(z) <0, para todo z < 0

¢) A equac@o f(x) =1 tem uma unica raiz no intervalo [0, 1]

e

(1) >

) [

) [

)

d) f(z) >0, para todo x # 0
) [

£) limgyio0 f(2) = +00

9 Aplicacoes do Calculo Diferencial.

Ex 9-1 Encontre a taxa de variacao da area de um quadrado em funcao do com-
primento d da sua diagonal. Qual a taxa quando d = 47

Ex 9-2 As dimensoes de um rectangulo variam de modo a sua area permanecer
constante. Encontre a taxa de variacao da sua altura h em fungao da sua largura /.

Ex 9-3 A drea de um sector circular de raio r e angulo ¢, medido em radianos, é
dada pela féormula A = =
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(a) Supondo que o raio r permanece constante encontre a taxa de variagdo de A
em funcao de t.

(b) Supondo que o angulo ¢ ndo varia encontre a taxa de variacao de A em funcao
de r.

(¢) Supondo que a drea A permanece constante encontre a taxa de variacao de t
em funcao de 7.

Ex 9-4 Um objecto move-se ao longo de um eixo de coordenadas sendo a sua
posic@o no instante ¢ > 0 dada por z(t). Em cada uma das alineas seguintes encontre
a posicao, velocidade e aceleracao no instante tg.

a) x(t) =4+ 3t—t2 to=5

b) xz(t) =t3—6t, to =
21

c) w(t) = —F3, to =3

Ex 9-5 Objectos A, B e C' movem-se na vertical ao longo do eixo dos zz. As suas
posigoes desde o instante ¢ = 0 até ¢ = t3 estao representadas nos graficos da figura
seguinte:
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e

Em cada alinea encontre o objecto que:

inicia 0 movimento mais acima.

termina o movimento mais acima.

tem maior velocidade, em valor absoluto, no instante ;.

mantem o sentido do movimento durante o intervalo de tempo [¢1, t3].

inicia o movimento subindo.

)

)

)

)

)

) termina o movimento a descer.
) inverte o sentido do movimento no instante ts.

) acelera durante o intervalo de tempo [0, ¢;].

) desacelera (trava) durante o intervalo de tempo [t1, t5].
)

inverte o sentido do movimento no intervalo de tempo [to, t3].

Ex 9-6 Um objecto move-se ao longo de um eixo vertical, eixo dos xz, sendo a sua
posi¢ao no instante ¢t > 0 dada por z(t). Em cada alinea determine o(s) intervalo(s)
de tempo, se existirem, durante os quais o objecto satisfaz a condicao dada.

a) x(t) =t*— 12t + 28¢?, move-se para cima.
b) x(t) =3 — 12>+ 21, move-se para baixo.
c) x(t)=5t"—15, acelera.

d) =z(t)=6t> -t trava.

@

~—

2(t) =12 — 612+ 15¢,

move-se para baixo travando.
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f) z(t)=1>—-6¢*+15¢, move-se para cima travando.
g) xz(t)=t*— 81>+ 16¢*, move-se para cima acelerando.
h) z(t) =t*— 83+ 1612, move-se para baixo acelerando.

Ex 9-7* Uma funcdo x = f(t) descreve o movimento de um objecto sobre o eixo
dos zz, no intervalo de tempo t € [0, +o00[. O grafico da sua derivada, f'(t), vem
representado na figura em baixo.

2

1

-1

-2

Classifique o sentido, e o caracter acelerado/desacelerado, do movimento em cada um
dos intervalos de tempo [0, 2], [2,4], [4,6] e [6,8].

Ex 9-8 Escreva a formula de Taylor, para as seguintes fungoes:

a) f(z)=logx, poténcias de (z — 1), resto de ordem 3.
1
b) g(z)= . , poténcias de x, resto de ordem 1.
—x
¢) h(x)=cosz, poténcias de (z — Z), resto de ordem 1.
d) j(z) = er, poténcias de x, resto de ordem 3.

Ex 9-9 Considere as fungoes f(z) = arctgz? e g(x) = In(1 + z?).
(a) Escreva as suas féormulas de Taylor com poténcias de z e resto de ordem 3.

(b) Usando a alinea anterior calcule:

. —2% + arctg 2
lim
e—0 In(1+ 22)
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Ex 9-10 Utilize o desenvolvimento de Taylor para determinar:

et t+e =2
@
(b) lim 2cosx — /2

r—% 28inx — \/5

Ex 9-11* Considere a seguinte funcao f(z), que supomos ser duas vezes diferen-
ciavel no intervalo [—4, 4].

i

4
r

(a) Ache os desenvolvimentos de Taylor de f(z) nos pontos z = —2 e x = 2.

(b) Calcule os limites
lim /() e lim /(@)

r—-271 + 2 z—2 1 — 2

Ex 9-12 Considere a fungao f(z) = ae® 4+ be™* com a,b € R\{0}.

(a) Mostre que: se f(z) tem um extremo local entao ab > 0.

(b) Supondo ab > 0, indique justificando em que condigbes esse extremo é maximo
ou minimo. Em cada um dos casos estude o sentido da concavidade do grafico

de f(x).

Ex 9-13 Encontre o maior valor possivel do produto xy com =z > 0, y > 0 e
r +y = 40.

Ex 9-14 Encontre as dimensoes de um rectangulo com perimetro 24 e, area maxima.

Ex 9-15 Determine as coordenadas de P que tornam maxima a area do rectangulo
da figura abaixo.
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Ex 9-16 Num rectangulo de cartao com dimensoes 8 x 15 recorte quatro quadrados
iguais, um em cada canto, ( veja a figura em baixo). A peca em forma de cruz assim
obtida, é dobrada numa caixa aberta. Quais sao as dimensoes dos quadrados a
recortar se queremos que o volume da caixa resultante seja maximo?

I '

1 1

' '

' '

' '

1 1
,,,,,,,,,,,,,,,,

8

i ,,,,,,,,,,,,,,,,
| i
| |
i i
| |
i i
| |

S [ o ——

Ex 9-17 A figura mostra um cilindro circular inscrito numa esfera de raio R.
Determine as dimensoes do cilindro de modo a que o seu volume seja maximo.

Ex 9-18 Calcule os seguintes limites.

e 1-1
2 im0 b)  lm 01080
a0 T -0+ log(1l — )
T
c) lim v d) lim €
T—=00 . z—>0{ CL’l
e) Tim £ S0E £) lim 8o =
x—0 I;UQ x—0 1‘2
. ogw . 6 5y 1
1 h 1 3z7)3 —x(1
L . )l e =14

1 141
) lim | —— — i) lim
z—1\x—1 log z—too o2t
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Ex 9-19 Sejam f,g:R —R dadas por:

f(zr)=e*(cosx —2sinz) e g(z)=e **(sinx —cosx).

(a) Mostre que lim f(z)= lim g(z)=0.

T——+400 T—+400

(b) Mostre que nao existe lim @) :
T—+00 g(x)

Sugestao: Considere as sucessoes 1z, =2nm e y, = a+2nm, onde tana =
1/2.

(c) Mostre que existe lim f, (x)
=+ g'(1)

(d) Isto contradiz a Regra de Cauchy dos limites?

Ex 9-20 Qual o erro efectuado no cédlculo do seguinte limite, usando a Regra de

Cauchy,
’ B 4+r—2 322 +1 6x
lim —— = = lim — lim — =3
x—1 —33}'—{—2 r—1 21’—3 r—1 2

( O limite inicial é —4).

Ex 9-21 Determine f (0) sendo:

9(x)
f(x):{ 8 se x#0

se =0

onde g : R — R é uma funcdo duas vezes diferenciavel, com segunda derivada, ¢”,
continua, satisfazendo ¢(0) = g/(O) =0e g”(()) = 17.

Ex 9-22 O gréafico da fungao f é dado pela seguinte figura:
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(a) Determine:

lim f(z), T f(2), lim f(x), lim f(z) e lm_f(z)

r——00

(b) Escreva as equagoes das assintotas verticais, ao grafico de f, se as houver.

(c) Escreva as equagoes das assintotas horizontais, ao grafico de f, se as houver.

Ex 9-23* Seja f(z) uma funcdo diferencidvel em R\ {1} tal que f(z) < 1 para
todo x # 1. Sabendo que x =1, y =1 e y = x + 1 sao assintotas ao grafico de
f(x), quanto valem os seguintes limites?

(@) lim f@z) (b)) lm f@) () lm f(x)

T——00 T—+00 T——00
(@) lm f@) () lm f(2)

Ex 9-24 Represente graficamente as funcgoes:

(a) f(z) = (r—1*z+2)

(b) f(z) =sinx — cosx

&) flz)= —

N 1+sin’z

Ex 9-25 Estude as seguintes funcoes, determinando o dominio, as assintotas,
maximos, minimos, sentidos das concavidades e pontos de inflexao. Represente grafi-
camente as fungoes.
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) et e
C) f(l’) = xze_oc d) f(x) _ xlogx
e) f(x)=sinxz+ cosw ) fz)= x:‘_ 1
8) [la) =2z —1)° h) fla) = —

2
k) arcsin v
241

Ex 9-26 Represente o grafico da funcao f continua que satisfaz as seguintes
condicoes. Indique quando existem assintotas ao grafico.

(a) f(3) =0, f(0)=4, f(=1)=0, f(=2)=-3;

lir{{ f(x) = +o0, 1iI{1+ f(z) = —oc0,
lir_{l f(z) =2, lim f(z) =0,

flx) <0 sex< —2,

fllx)>0 sex>-2ecx#1,
f'(x) <0 sex>1ousezr< —4,
') >0 se—-4<z<l.

e
lim f(z) =1, lim f(zx)=1
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f"(x) < 0 para todo o x # +£1.

Ex 9-27* Considere uma fungao duas vezes diferencidvel f(z) satisfazendo as
seguintes condigoes:

(&) f(=3)=-1, f(0)=-2 e [f(3)=0,
(b) lim f(z)=0 e lim f(z)=1,

T——00 T—+400
(¢) f"(z)>0se |z|]<3 e f"(zr)<0se|z|>3
(d) fl(z)<0sexz<0 e fl(x)>0se x>0

(1) Desenhe o gréfico de f(x).

(2) Considere o movimento de um mével descrito pela fun¢ao f(x). Em cada in-
tervalo de tempo | — oo, —3|, [=3,0], [0, 3] e [3, +00], classifique esse movimento
como sendo acelerado ou desacelerado.

Ex 9-28* Considere a seguinte funcao:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1/ﬁ x

Complete a tabela com a variacao dos sinais da primeira e segunda derivada da
funcao f(x). Os dez campos devem ser preenchidos com os seguintes sinais: 7 — c0”,
77707747 e” 4+ 00”. Cada entrada representa o sinal, ou limite, da fungao f(z)
no ponto, ou intervalo, respectivo.

z |- | — | -1 = 0| + 1| + [+
F) | -1 - oo
f"(x) 0 0 + +o0 0
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Ex 9-29* Seja f(z) uma funcdo diferenciavel no intervalo [0, 8], decrescente no
intervalo [2, 6] e crescente nos intervalos [1,2] e [6,8]. A concavidade da fungao estéd
virada para baixo no intervalo [0, 4], virada para cima em [4,8]. Faga o esbogo do
grafico da sua derivada, f’(z), no intervalo [0, §].

Ex 9-30 Aplique o método de Newton para encontrar a terceira aproximacao, xs,
da raiz de cada uma das equagoes em baixo, partindo da aproximacao inicial xg.

(a) *+x+1=0, o= —1
(b) 22 —22—1=0, =xo=1
(c) z* —20, Ty =

(d) 2" —=100=0, To =2

Ex 9-31 Para cada aproximacao inicial, determine graficamente o que acontece se
o método de Newton for aplicado a funcao a seguir desenhada.

(a) mo=—2 (b) g =0 (¢) zog=1
(d) 1’0:3 (e) 1’0:5
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10 Integrais e Primitivas.

Ex 10-1 Determine a primitiva F' da funcao f que satisfaz a condigao indicada,
em cada um dos casos seguintes:

a) f(x)=sin2z, F(m) = 3.
b)  f(z)=a+2*+22z—1, F(0)=3.
c) flz)=3vr+3+1, F(-1)=3.

Q) flz) = i F(2) =3,

Ex 10-2 Primitive as fung¢oes seguintes, indicando um intervalo onde essa primi-
tivagao seja valida:

a) V3r+./% b) 3sinz + 223

2

T
2
e) 3! f) ze™
sin x
T 3 X h
g) e"sine ) (14 cosx)?
sin 2x . earctgx

V1 +sin?z j) 14+ 22

x

k) T 7 ) zv1+4 22
log x 1

m) n)
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q) tgz
—
S —_—
V1 —e2
3
u) T
z+1
w)  tglr
1
¥) xlog x

o1

log 2°
r)
T
1
t)
14 e®

sin® z + cos*

Ex
X) p
z) a“e”

Ex 10-3 Utilize o método de primitivagao por partes, ou outro, para primitivar as
seguintes funcoes, indicando os respectivos intervalos de primitivagao:

a) X cosx
d) e“sinz
g) xarctgw
j) arctgx

22 cos T x

b) c) e

e) z%e” f) xzlogx

h) logx i) log(2x + 3)
k) arcsinx

Ex 10-4 Primitive as seguintes fungoes, indicando um intervalo onde esta primi-

tivagao seja valida;

) x?+1
RSV
x
4
) 2+ 22+ 3

b m ) GIDETon
1 2r — 3
°) -1 2 (22 +1)2

Ex 10-5 Use o método de mudanca de variavel, ou outro, para primitivar as fungoes
seguintes, em intervalos a determinar:

a) zv1l+4z

sin /&

RN s )
54+=x 1
e) \/5—x f) et — 1
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) sinx h) 1 ) T
_— N — 1 —_—
& costz + cosa 21+ 22 V1 — 22
1 T 1
i —_— k _— | _—
J) rvr?—1 ) r—+1+zx ) Vi + Jr
1 ) ) 62$ +2€3m
m) m n) X S1n (l’ ) O) ﬁ
x? 1

p) V1 — 2 q) sinx + cosx

Sugestoes para as substituicoes a efectuar:

a) u=+1+uzx b) u=+2-3x c) u=+x
d) imediata e) u=,/H f) u=+ver—1

g) wu=coszw h) = =tanu, (sinhw) i) imediata
j) @ =secu, (coshu) k) u=+1+z ) u=Jx
m) z=2sinu n) imediata 0) u=¢€"
p) x=sinu q) u=tan(xz/2)

Ex 10-6* Determine as expressoes u(z) e v(x) de modo a tornar correcta a seguinte
férmula de primitivacao por partes

/u(m) F2)dz = v(z) f(z) + /4x3f(x) iz |

Ex 10-7* Determine a fungao u(z) de modo a tornar correcta a seguinte aplicagao
da regra de integracao por substituicao:
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[ rwae=5 [ st an.

Ex 10-8 Considere a fungao f(z) = sinz.
0 T

w/2 T
(a) Calcule os integrais f(z)dz, / f(z)dx, f(z)dz, e f(z)dx
—7/2 0 w/2 —7/2
e interprete o resultado em termos de areas.

(b) Calcule a area da regiao limitada pelo gréfico de f e o eixo dos xx, para x €
[—7/2, 7].

Ex 10-9* Na figura seguinte estao representados os graficos das fungoes diferenci-
aveis f(x), 2f(x) e —f(x) que tém zeros nos pontos a, b e c.

y

2

1A\
X

a

-1 W

-2

Determine valores de a e 3 de modo que

b c
drea total sombreada = « / fz)dx+ / f(z)dx .
a b

Ex 10-10* Determine o valor de cada um dos trés integrais da funcao em baixo.

y Area=1.3
2

Area=0.4

(=3

Area=0.9
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@ [ s o [ s @ [ s

10-11 Calcule a derivada das seguintes fungoes, definidas em R ou em |0, +o0];

Ex
a) F(x):/lm%dt b) F(:p):/ozgetdt
c) F(x):/xjsintdt d) F(:c):/;glogtdt

e) F(zr)= /j cos (%) dt

T

Ex 10-12 Sejam
1—2%2 se —1<zx<1

flz) = 1 se l<zr<3
2 —5 se 3<zx<5H

g(x) = /: f(t)dt para todo x € [—1,5].

(a) Determine a expressao que define g(x).
(b) Esboce os gréficos de f e g.
(c) Diga onde é:

(1) f continua.
(2) f diferenciavel.

(3) g diferenciavel.

Ex 10-13 Seja f:R — R uma fungao derivéavel tal que f(0) = 0 e Vo € R,
f'(x) > 0. Representando por ¢ a funcao inversa de f, defina-se:

z f(@)
F(x):/o f(t)dt—i—/o g(t)dt — xf(x).
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(a) Calcule a derivada de F.

(b) Qual o valor de F'(x)? Interprete este resultado geometricamente.

Ex 10-14 Seja f:[a,b] — R uma fungao integravel tal que f(a+b—z) = f(x),
VzreR.

(a) Qual o significado geometrico da relagao acima?

(b) Veja qua a fungao
a+b

2

g(x) =z f(x) -
satisfaz g(a+b—2) = —g(z), Yz € R.

()

(c¢) Qual o significado geometrico desta nova relagao?

/abxf(m)dm: a;—b/abf(x)dx.

(d) Prove que

Ex 10-15* Sejam F(z) e G(x) respectivamente primitivas das fungoes f(x) e g(z)
no intervalo [0, 3]. Os gréficos de f(x) e g(x) vém representados nas figuras seguintes.

Determine as variagoes F(3) — F'(0) e G(3) — G(0).

Ex 10-16* Seja f(z) uma fungao diferenciavel no intervalo [0, 3] cuja derivada tem
o seguinte grafico
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Desenhe o grafico da funcao f(z).

Ex 10-17* Seja F(z) = [; h(t)dt, onde h : [0,3] — R ¢ a fun¢do na figura em
baixo.

3

1 2 3
Calcule:
0TI ey

Ex 10-18* Seja f:[0,7] — R uma funcao diferenciavel. Calcule f(m), sabendo
que f(0) =2 e que

/Ow(f'(x) cosz — f(x)sinz) dr=4.

Ex 10-19* Seja f :[0,3] — R a seguinte fungao diferenciavel, definida no intervalo
[0, 3].
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Na figura estao assinaladas trés regioes limitadas entre o grafico de f e o eixo dos
xx, que correspondem a abcissas nos intervalos [0, 1], [1,2] e [2, 3] respectivamente.
A area de cada uma destas regioes vem inscrita no seu interior.

Considere a fun¢ao F':[0,3] — R definida por

F(z) = /2 f(t)dt .

(a) Determine os valores de F'(z) nos pontos x =0, 1 e 2.
(b) Estude a monotonia e concavidades do gréfico de F'(z).

(c) Desenhe o grafico de F(z).

11 Aplicacoes do Calculo Integral.

Ex 11-1 Um ponto percorre o eixo dos zz com aceleragao a(t) = 12 — 8t (m/s?)
em cada instante ¢. Sabendo que ocupava a posi¢ao x = 0 (m) no instante t = 0 (s)
e tinha velocidade 0 (m/s) nesse instante, calcule:

(a) A sua velocidade no instante t = 2 (s).

(b) A sua posigao no instante t = 3 (s).



Calculo para Informatica 58

(¢) A velocidade maxima, em valor absoluto, durante todo o movimento e o instante
em que essa velocidade foi atingida.

(d) Excluindo o instante inicial ¢ = 0 (s), o ponto esteve parado em algum instante?
Ex 11-2 Um objecto move-se ao longo de um eixo de coordenadas x. O seu
movimento é descrito por uma fungao x = z(t) no intervalo de tempo [0, 7]. Sabendo

que a posi¢ao no instante inicial é (0) = 0 e que a lei das velocidades deste movimento
¢ descrita pelo seguinte grafico:

2V0 -------

_VO ___________________________________

determine:

(a) os intervalos de tempo onde o objecto esta respectivamente: parado, em movi-
mento uniforme, em movimento acelerado e em movimento desacelerado;

(b) os deslocamentos efectuados nestes intervalos de tempo;
c¢) as distancias percorridas nos mesmos intervalos de tempo;

)

(c)

(d) a posigao no instante final ¢ = T e o deslocamento total;
)

(e) alei do movimento z(t). Esboce o seu grafico.
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Ex 11-3* Um movel desloca-se segundo um eixo de coordenadas com uma lei de
velocidades descrita por v(t) = t2—4t em metros por segundo. Sabendo que a posigao
inicial do mével no instante ¢t = 0 é xy = 12 metros, qual a sua posicao ao fim de 3
segundos ?

Ex 11-4 Determine a area da regiao limitada pelo grafico de f e pelo eixo dos xx
quando:

a) f(z) =2+ 23, x € [0, 1].

b) f(x)=+vz+1, x € [3,8].

c) flx)=2*3+ux), r € [0,8].
d)  f(z) =cosz, x € [n/6,7/3].
e) flz)=(z+ 2)_27 z € [0,2].

Ex 11-5* Considere a regiao A limitada pelas curvas y = f(x), z = 0 ey = 2,
onde f(z) é a fungao no grafico em baixo.

(a) Identifique a regiao A na figura acima.

(b) Represente a area desta regido através de um integral envolvendo f(x).

Ex 11-6 Em cada uma das alineas seguintes esboce o grafico da funcao f e deter-
mine a area da regiao limitada por ele e pelo eixo dos zx,
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(a)
24+ 1
33—z

o ={

o) ={

(b)
3V

4 — g2

60

0<z<1
l<z<3

0<z<1
l<ax <2

Ex 11-7 Em cada um dos seguintes casos, represente a regiao limitada pelas curvas

dadas e determine a sua area.

a) y=1+cosz, y=1,

b) y=+x e y =’
c) y=6x— 2> e y = 2z
d) y=cosz e

para 0 <z < m/2

y = 42% — 7°

Ex 11-8* Considere a regiao da figura seguinte, limitada entre as duas rectas

desenhadas e a pardbola y = a (z + 1) (v — 2).

y

AN

Determine a de modo que a area sombreada seja igual a 15.

Ex 11-9* Na figura seguinte estao representados os gréficos das fungoes f(x) e

f(x) +2x — 2? no intervalo [0, 2].
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Qual o valor da area da regiao sombreada?

Ex 11-10* Qual das seguintes figuras representa o sélido de revolucao cujo volume

é calculado pelo integral
1
/ rxdr 7
0

7
i g
|7 4‘ Illlli i
‘i\!\(!lf:_:,g/',“/llj;,

55

e

Descreva regioes correspondentes as restantes figuras, e exprima os seus volumes
através de integrais. Calcule esses quatro volumes.

Ex 11-11* Seja A a regido plana limitada pelas curvas y = 2% e y = /2. Considere
o solido gerado por rotacao da regiao A em torno do eixo dos zx. Represente o seu

volume através de um integral, e calcule-o.

Ex 11-12 Desenhe a regiao limitada pelas curvas e, determine o volume do sélido
gerado pela rotacao da regiao em torno do eixo dos xz.



Calculo para Informatica 62

a) y=z,y=0,z=1 b) y==z
c) y=2ty=2-z

Ex 11-13 Desenhe a regiao limitada pelas curvas e, determine o volume do sélido
gerado pela rotacao da regiao em torno do eixo dos yy.

a) y=2z,y=4,2=0 b) z=vy},2=8,y=0

Ex 11-14 Uma bodia cheia de ar, tem uma seccao circular de 5 centimetros de raio e
um buraco para o corpo, também circular, com 40 centimetros de diametro. Calcule
o volume de ar contido na bdia, supondo desprezivel a sua espessura.

2 2

Ex 11-15 Considere a elipse de equacao x_2 + 32—2 =1(a,b>0).
a

(a) Represente, através de um integral, a drea da elipse e calcule-a.

(b) Represente, através de um integral, o volume do elipsoide de revolugao gerado
pela rotacao da elipse em torno de um dos seus eixos e calcule-o. Deduza, do
resultado obtido, a féormula do volume da esfera.

Ex 11-16 Encontre os comprimentos das seguintes curvas:

1
a) y:xQ—ng, 1<x<3.
x3 1
b = 4+ = l<r<t.
) y=g g 1<z <
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Ex 11-17 Determine as solugoes dos seguintes problemas:

a) % = sin(3z) , y(m)=1.

b) Z—i = cosh (2x) , y(0) =2.

T TR

g -1 y(1)=1ey(1) = 0.

Ex 11-18 Determine as solugoes das seguintes equagoes diferenciais.

dy _y dy _
a) 7 = b) dx—irycosa:—()
dy dr 2y 4 sin2y
©) g = ¢cost U i
dy dy 2
W_ 9 f Y
e) 0 Yy ) 0y =Y tan x

Ex 11-19* Sabendo que Q(t) = C ef 1) & solucdo do problema de valor inicial

dQ B
£ =-5Q Q(1) =30,

determine o valor das constantes C e k.

Ex 11-20 Para cada uma das alineas do exercicio anterior determine a solucao que
obedece a seguinte condicao inicial.
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Ex 11-21 Um depdsito contem 100 litros de salmoura cuja concentracao no instante

t = 0 minutos é de 2.5 gramas de sal por litro. Uma salmoura contendo 2 gramas
de sal por litro é lancada no tanque a velocidade de 5 litros por minuto, e a mistura
(tornada uniforme por agitacao) corre do tanque na mesma proporgao. Designamos
por ¢(t) a quantidade de sal dissolvido no tanque no instante ¢.

(a) Qual a quantidade inicial, ¢(0), de sal no depésito?

(b) Quantos gramas de sal por minuto entram no tanque? Observe que esta veloci-
dade ¢é constante.

(¢) Quantos gramas de sal por minuto saiem do tanque? Observe que esta veloci-
dade depende da quantidade de sal no tanque ¢(t) em cada instante t.

d
(d) Escreva a derivada d_z em func¢ao das velocidades das duas alineas anteriores.

(e) Resolva a equacgao diferencial obtida na alinea anterior para ver quantos gramas
de sal existem no depdsito em cada instante ¢.

(f) Qual a quantidade de sal no depésito ao fim de uma hora?

Ex 11-22 No estudo do crescimento de uma populacao é costume utilizarem-se
variaveis continuas em vez da simples contagem do ntumero de individuos. Uma
variavel real x pode por exemplo medir a densidade da populacao (n° de individuos
por unidade de area), ou entdo medir a massa total da populagdo (em gramas ou
kilogramas), ou pode ainda medir o nimero de milhares de individuos dessa mesma
populagao. Considere uma func¢ao = = x(t) que descreva a evolugao da populagao ao
longo do tempo t. A derivada 2’(t) mede a velocidade (instantanea) de crescimento da
populacao, i.e. o "numero” de novos individuos por unidade de tempo. Ao cociente
2'(t)/x(t) é costume chamar-se a taza de crescimento da populagao. Serve para medir
a contribuicao média de cada individuo, por unidade de tempo, para o crescimento
da populacao. As leis de crescimento de populagoes postulam como varia a taxa de
crescimento da populagdo em fungao do préprio tamanho, x(t), da populagao. Cada
lei de crescimento vem expressa na forma de uma equacao diferencial. Para cada uma
das duas leis de crescimento seguintes:

I. A lei de crescimento exponencial, que postula uma taxa de crescimento con-
stante a > 0, i.e. independente do tamanho x da populacao,
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I1. A lei de crescimento logistica, que postula uma taxa de crescimento que decresce
linearmente com o tamanho x da populacao, i.e. da forma a —bx, com a > 0 e
b > 0 (o coeficiente a mede a taxa de crescimento quando a populagao é muito
pequena; por sua vez o termo —bx mede o efeito negativo de competicao entre
individuos que vai aumentando com o tamanho da populagao),

(a) Escreva a equagao diferencial correspondente,
(b) Resolva-a sujeita a condigao inicial x(0) = xo,

(c¢) Descreva o comportamento assintético da solugao, i.e. quando t — 4o00. Este
comportamento depende do tamanho inicial da populacdo, (0) = zo ?

Ex 11-23* A variavel t mede o tempo em minutos contado a partir de um instante
inicial ¢ = 0 em que um corpo aquecido a uma temperatura de 50 graus Celsius ¢é
deixado ao ar livre para arrefecer. Sabendo que ao fim de ¢ minutos a taxa de variacao
da temperatura do corpo é de —3 €730 graus Celsius por minuto, determine:

(a) A temperatura do corpo ao fim de uma hora.

(b) A temperatura limite do corpo quando t — +o0.

Ex 11-24 A lei de arrefecimento de Newton diz que: a taza de variacdo da tempe-
ratura de um corpo € proporcional a diferenca de temperatura do corpo e da temper-
atura média ambiente. Cada corpo tem a sua constante de proporcionalidade k > 0
especifica. Seja () uma variavel com o valor da temperatura de um corpo num meio
ambiente mantido a temperatura constante A. A evolucao da temperatura desse
corpo ao longo do tempo serd entdo descrita por uma funcao @ = Q(t) da variavel
tempo t.

(a) Escreva a equagao diferencial em Q(t) que traduz a lei de arrefecimento de
Newton.

(b) Ache a solugao Q(t) desta equagao sujeita a condigao inicial Q(0) = Q.

(¢) Um corpo é colocado num quarto aquecido a uma temperatura constante de
30°F. Depois de 10 minutos, a temperatura do corpo é de 0°F, e ao fim de
20 minutos a temperatura do corpo ¢ de 15°F. Qual a temperatura inicial do
corpo?
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(d) Uma barra de metal a uma temperatura inicial de 20°C é colocada num recip-
iente com agua a ferver (100°C). A dgua continua a ferver e 20 segundos mais
tarde a temperatura da barra é de 30°C. Qual a temperatura da barra no final
do primeiro minuto. Quanto tempo demorara até a barra atingir os 98°C?

Ex 11-25 A variavel 0 < z < 1 representa a propor¢ao de individuos infectados
com uma determinada doenga contagiosa numa certa comunidade, enquantoy = 1—x
representa a proporc¢ao de individuos saudaveis, mas susceptiveis a doenga, na mesma
comunidade. Supondo que os individuos se movem livremente o niimero de contactos
entre individuos infectados e saudaveis, suscetiveis de provocar o contagio da doenca,
é proporcional ao produto xy = x (1—x). Queremos analisar a evolu¢ao da proporgao
x = xz(t) ao longo do tempo. A derivada z/(f) mede a taxa de contagio, i.e. a
proporc¢ao de novos individuos infectados por unidade de tempo.

(a) Traduza numa equacao diferencial a lei epidemiolégica que postula ser a taxa
de contédgio proporcional ao ntimero de contactos entre individuos infectados
e saudédveis. Cada doenga tem a sua constante de proporcionalidade (que é
positiva) especifica, caracteristica do seu grau de infeciosidade.

(b) Ache a solugao z(t) desta equagao sujeita a condi¢do inicial z(0) = zy com
0 < 29 < 1, i.e. determine a proporcao de individuos doentes no instante t,
supondo que no instante ¢t = 0 a proporcao de individuos doentes é x.

(c) Calcule
lim x(t) .

t—4o00

Interprete este resultado.

Ex 11-26 Um investidor aplica um capital Cjy a uma taxa de juros fixa de kK% ao
ano. Por uma questao de simplicidade vamos referir-nos a taxa de juros como sendo
o parametro a = /100 € [0, 1]. A varidvel ¢ representard o tempo, medido em anos,
e a funcao C(t) o capital acumulado pelo investidor ao fim de ¢ anos.

(a) Esboce o grafico da funcao C(t).

(b) Suponha que os juros vencem no final de cada ano (juros simples), e que o
tempo de investimento ¢ é medido por um ndmero inteiro (¢ = 0,1,2,...) de
anos. Escreva uma equagao recursiva que relacione C'(t+1) com C(t). Use esta
equagao para chegar a férmula

Ct)=Co(1+a), t=0,1,2,...
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(c)

Suponha agora que o ano é dividido em p partes iguais (as prestagoes), e que os
juros vencem ao fim de cada prestacao (juros compostos). Neste caso o tempo
de investimento ¢ é medido em nimeros fracciondrios (t = %, %, ]%, ...). Escreva
uma nova equagao recursiva que relacione C(t + 1/p) com C(t), e use-a para
chegar a féormula

p-t
01 2
C<t):CO (1_’_%) ) t:_v Ty T
p p pp
a\??
Mostre que  lim (1+—> = et VteR.
p—+oo p

Suponha finalmente que os juros vencem instantaneamente (juros compostos
continuos). Veja que

C(t) = Cye™?t, t>0.

Mostre que, no tltimo caso (juros compostos continuos), a funcao capital C(t)
é solucao da equacao diferencial

C'=aC.

Num modelo de juros compostos continuos, a taxa de variacao relativa do capital
C(t), C'(t)/C(t), é constante, e igual a taxa de juros a.

Para um capital inicial de 1 milhao de euros, Cy = 10°, calcule o capital acu-
mulado ao fim de 3 anos, a uma taxa de juros fixa de 5% ao ano:

(1) No modelo de juros simples.

(2) No modelo de juros compostos, com 12 prestagdes ao ano.

(3) No modelo de juros compostos continuos.
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