Resolucao de alguns exercicios de Geometria
Diferencial

Exercicios do livro Curvas e Superficies de Manfredo Perdigao do Carmo [1].

Exercicio 1 (Seccao 4-4)

a. Mostre que se uma curva C' C S ¢é uma linha de curvatura e uma geodésica
entao C' é uma curva plana.

b. Mostre que se uma geodésica (nao rectilinea) é uma curva plana entdo é uma
linha de curvatura.

c¢. Dé um exemplo de uma linha de curvatura que seja uma curva plana mas nao
uma geodésica.

Resolucao
a. Seja v : I — C uma parametrizacao pelo comprimento de arco da curva C.
Porque v é uma geodésica, 7"(s) é colinear com N(s) = N(v(s)). Como v é
uma linha de curvatura temos que N’(s) = DN, (s) é colinear com 7/(s).
Logo derivando 7/(s) A N(s) obtemos

d
ds
o que mostra que v = 7/(s) A N(s) é constante. Como 7/(s) e N(s) sdo vectores

unitarios e ortogonais, v é também um vector unitario. Para todo s € I tem-se

(7' (s),v) =0, donde

(1(s) = 4(0),0) = { / ") dtv) = / ) dE =0

Isto mostra que a curva C' estd contida no plano ortogonal a v que passa por

7(0).

(Y(s) AN(s)) =7"(s) AN(s) +7'(s) ANN'(s) = 0,
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b. Porque v é uma geodésica nao rectilinea temos 7" (s) = ¢(s) N(s) com ¢(s) # 0.
Como C' é uma curva plana existe um vector unitario v tal que (y'(s),v) =0
para todo s € I. Derivando esta relagdo vemos que (y’(s),v) = 0, o que
prova que o vector v é também perpendicular a N(s). Logo {7/(s),v, N(s)}
¢ um referéncial ortonormado. Para mostrar que v ¢ uma linha de curvatura
basta ver que N'(s) = DN,5)7'(s) é colinear com 7/(s), facto que segue de se
ter (N'(s),v) = 0 e (N'(s), N(s)) = 0 para todo s € I. Por sua vez, estas
duas relagoes resultam de derivar as igualdades (N (s),v) = 0e (N(s), N(s)) =
IN(s)]]* = 1.

c. O plano e a esfera sao exemplos de superficies umbilicas, i.e., superficies em que
todas as direcgoes tangentes sao principais, em qualquer ponto da superficie.
Nestas superficies qualquer curva é uma linha de curvatura. Tanto o plano
como a esfera contém curvas planas que nao sao geodésicas, e que sao exemplos
nas condicoes pedidas.

Outro exemplo. Numa superficie de revolucao os paralelos sao linhas de cur-
vatura. Uma vez que sao circunferéncias, os paralelos sao curvas planas. Em
geral os paralelos nao sao geodésicas. Por exemplo no toro s6 os dois equadores
(interior e exterior) sao geodésicas. Logo a generalidade dos paralelos sao curvas
planas e linhas de curvatura mas nao sao geodésicas.

Exercicio 2 (Secgao 4-4) Prove que uma curva C' C S é simultaneamente uma linha
assimptotica e uma geodésica se e s6 se C' for um segmento de linha recta.

Resolucao Seja v : I — C' uma parametrizacao pelo comprimento de arco da curva
C'. Basta observar que a decomposicao da aceleragao +”(s) nas suas componentes
tangente e normal a superficie é dada por

() = 204 (), N N(s)
e que além disso
a. v é uma geodésica sse %—Z/ =0,
b. v é uma linha assimptética sse (7/(s), N(s)) = IL,5¥'(s) = 0,

c. C' é um segmento de linha recta sse 7”(s) = 0.
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Exercicio 5 (Secgao 4-4) Considere o toro de revolugao
T={(z,y,2) €eR®: (Va2 +y2—a)?+22=r?} (a>r>0),
e os seguintes paralelos:
a. paralelo maximo definido por 2% + y? = (a +1)?, 2 = 0,
b. paralelo minimo definido por z? + y? = (a — r)?, 2 = 0,
c. paralelo superior definido por 22 +vy? = a2, z =r.

Verifique quais destes paralelos sdo (a) uma geodésica, (b) uma linha assimptética, e
(¢) uma linha de curvatura.

Resolucao

(a) Os paralelos méximo e minimo sdo geodésicas. O paralelo superior nao. Basta
comparar a acelaragdo dos paralelos (que aponta sempre para o centro da cir-
cunferéncia) com a normal ao toro.

(b) Os trés paralelos sao linhas de curvatura porque 7' é uma superficie de revolugao.

(¢) O paralelo méximo é formado por pontos elipticos. Como nao ha linhas as-
simptdéticas num ponto eliptico, o paralelo maximo nao é uma linha assimptética.
O paralelo minimo é formado por pontos hiperbdlicos. Logo as linhas as-
simptoticas e as linhas de curvatura que passam por estes pontos sao distin-
tas. Como o paralelo minimo é uma linha de curvatura, nao pode também ser
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uma linha assimptética. Finalmente o paralelo superior ¢ formado de pontos
parabdlicos e é uma linha assimptdética, porque € a linha de contacto tangencial
entre o toro T e o plano z = r. (Ver exercicio 2 da sec¢ao 3-2)

Exercicio 6 (Secgao 4-4) Calcule a curvatura geodésica do paralelo superior do
exercicio 5.

Resolugao O paralelo superior é uma circunferéncia de raio a, pelo que tem cur-
vatura constante 1/a. Como a aceleragao duma parametrizagao deste paralelo (com
velocidade constante) é tangente ao toro, a menos de um sinal, a curvatura do par-
alelo superior em R? coincide com a sua curvatura geodésica no toro 7. O sinal da
curvatura geodésica depende do sentido da parametrizagao.

Exercicio 7 (Secgao 4-4) Intersecte o cilindro 22 + y* = 1 com o plano que corta o
eixo OX e faz um angulo 6 com o plano XOY'.

a. Mostre que a curva de intersec¢ao é uma elipse C.

b. Calcule os valores absolutos das curvaturas geodésicas de C no cilindro, nos
pontos onde C' intersecta os seus eixos principais.

Resolucgao

a. O plano que corta o eixo OX e faz um angulo # com o plano XOY é descrito pela
equagao z = (tan#)y e admite a seguinte base ortonormada e; = (1,0,0),es =
(0,cos 0,sin@). Neste referéncial o.n. a intersec¢ao do plano com o cilindro é a
elipse

C={ze;+yey : 2°+ (cos?0)y* =1} .

Os eixos principais desta elipse sao as direcgoes dos vectores e, e ey, € 0s pontos
em que estes eixos cortam C' sdo +(1,0,0) e £(0, 1, tan §) respectivamente.

b. A elipse de equacao

2 2
Z )
pER
tem curvatura 5 nos pontos (£a,0), e curvatura a% nos pontos (0, £b).! Logo
a elipse C' tem curvatura x = cos®6 nos pontos +(1,0,0) e tem curvatura

LA justificagao deste facto é um outro exercicio.
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K= — 9 nos pontos £(0, 1, tan #). Parametrizando a elipse C' pelo comprimento
de arco, nestes quatro pontos a aceleragao " é colinear e de sentido oposto
aos vectores de posicao dos pontos relativos a origem (0,0,0). Nos pontos
+(1,0,0) a aceleracao é colinear com a normal ao cilindro, pelo que a curvatura
geodésica é nula. (Esboce o cilindro, a elipse e as respectivas normais para
melhor visualizar) Nos pontos £(0, 1, tan #) a normal exterior ao cilindro é N =
i(O 1,0). A curvatura da elipse é k = ﬁ, e a aceleracao nestes pontos é

7' = Frey = F(0,1,tand). A curvatura normal x, = [(v”, N)| = 1, donde

segue que |ky| = \/K? — K2 = \/ —5 —

sin 6
cosf |’

Exercicio 8 (Secgao 4-4) Mostre que se todas as geodésicas de uma superficie conexa
sao curvas planas entao a superficie esta contida num plano ou numa esfera.

Resolugao Se uma geodésica 7(s) passando por p = (0) for uma linha recta entao
IL,'(0) = (v"(0), N(p)) = 0. Se p € S nao for um ponto planar entdo existem no
maximo duas linhas assimptdéticas que passam por p. Tomando um vector v € 7,5 que
nao corresponda a uma direcgdo assimptdtica, a tnica geodésica v tal que v(0) = p,
7'(0) = v ndo pode ser uma linha recta. Pelo exercicio 1b desta sec¢ao, v é uma linha
de curvatura, o que prova que v é uma direccao principal de S no ponto p. Logo,
como quase todas as direccoes sao principais o ponto p é umbilico 2. Finalmente como
todos os pontos planares sao umbilicos, este argumento prova que todos os pontos
da superficie S sao umbilicos. Logo, porque S é conexa, pela Proposicao 4 da seccao
3-23, esta superficie estd contida num plano ou numa esfera.

Exercicio 9 (Seccao 4-4) Considere dois meridianos C; e Cy da esfera S? que fazem
entre si um angulo 6. Sejam p; e py os pontos onde estes dois meridianos se cruzam.
Considere um vector wy € T,,S? e faga os transportes paralelos de wy ao longo de
C e ao longo de Cy até ao ponto ps. Sejam w; e wy 0s vectores obtidos em T,,,5?
através deste transporte paralelo. Calcule o angulo entre w; e ws.

Resolugao Observamos que os meridianos C; e C5 sao semi-circunferéncias. Vejamos
que o angulo Z,,, (w1, w2) que queremos calcular ndo depende do vector inicial wy. Seja
v a curva fechada diferencidvel por trocos que comeca em p,, segue ao longo de C'; com
velocidade constante até p;, e depois segue ao longo de 'y com velocidade constante

2Quando um ponto nio é umbilico existem no méximo duas direccdes principais
3resultado mencionado nas aulas teéricas
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de volta até ps. O transporte paralelo ao longo de v transforma w; em wy. Como
este transporte paralelo P, : T,,5% — T,,5% é uma rotagao, o angulo £, (wy,ws) é
por definigao igual a holonomia h, ao longo da curva fechada v, que nao depende de
wp. Note que se § = Z(vy,v2) > 0 entdo a curva 7 fica negativamente orientada.

Nesta figura p; € o polo Norte e ps 0 polo Sul. Os meridianos C e Cs estao representados
nas cores azul e purpura respectivamente. Os vectores vy e vy tangentes aos meridianos
C1 e (9 estao representados nas mesmas cores azul e piarpura. O vector vermelho em po
representa o transporte paralelo de vy ao longo de Cf.

a. Primeira solucdo: Sejam vy o vector unitario tangente a C; em pq, e vy 0 vector
unitario tangente a C5 no mesmo ponto p;. Facamos wy = vy. Como Cy é
um arco geodésico o campo tangente a Cy é paralelo e portanto wy = —wvy é
o transporte paralelo de wg = v9 ao longo de (5. Analogamente o transporte
paralelo ao logo de 1, de p; para p, transforma v; em —v;. Como o transporte
paralelo preserva angulos orientados segue que

lm(wl? _Ul> - sz(PC&(v?)’ PCl(Ul)) - AM(U?’ Ul) =—0.
Por outro lado

Ly (—v1,wa) = Ly (=01, —v2) = =2y, (v1,02) = —0.



Exercicios de Geometria Diferencial 7

Note-se que os planos tangentes a esfera em p; e py apesar de serem iguais tém
orientagoes opostas porque as respectivas normais satisfazem N (ps) = —N(p1).
Logo Z(wy,wy) = —26 (mod 27).

b. Segunda solugao: Suponhamos 6 = £, (v1,v2) > 0. Meia esfera tem area 2,
pelo que a regiao R limitada entre os meridianos C; e C; tem a correspondente
area proporcional ao angulo entre os meridianos, o que da Area(R) = 260. Por
um resultado visto na tedrica, como 7 estd negativamente orientada, a holono-
mia na esfera ao longo de v édada por

h, = —Area(R) = —20 .

Exercicio 13 (Secgao 4-4) Seja V uma vizinhanga conexa de um ponto p numa
superficie S, e assuma que o transporte paralelo entre quaisquer dois pontos de V
nao depende da curva que os liga. Prove que a curvatura Gaussiana de V' é zero.

Resolugao Uma consequéncia da hipdtese é que o transporte paralelo ao longo
de qualquer curva simples fechada ~, tal que v U int(y) C V, é sempre trivial, i.e.,
a holonomia h. ¢ igual a zero. Mas se  for diferencidvel e estiver positivamente
orientada entao hy = 2m — fv kg, € pelo Teorema de Gauss-Bonnet,

/ KZQTF—/lig:hWZO.
int(7) ¥

Isto implica que a curvatura K tem de ser nula. Se nao fosse existiria um aberto
U C V onde K > 0, ou entdo onde K < 0. Suponhamos por exemplo que K(p) > 0
para todo p € U. Escolhendo uma curva fechada v contida em U obtemos a seguinte

contradicao
0=h,= / K >0
int(7)

jaque K >0em U.

Exercicio 15 (Secgao 4-4) Seja py um polo da esfera S? e p, ¢ dois pontos no corres-
pondente equador de modo que os arcos de meridianos pop e ppg fagam um angulo
0 em py. Considere o vector unitario v tangente ao meridiano ppg em py e tome o
transporte paralelo de v ao longo da curva fechada ~ formada pelo meridiano pgyq, o
arco de paralelo ¢p e o meridiano ppy.
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a. Determine o angulo que a posicao final do transporte paralelo de v ao longo de
v faz com v.

b. Repita o cdlculo quando os pontos p, ¢ estiverem no paralelo de co-latitude .

Resolucao Vamos supor que # > 0, de modo que a curva ~ esteja positivamente
orientada como na figura acima. Nas duas alineas, o angulo que se pretende calcular
¢ a holonomia h, ao longo de . Para curvas simples fechadas «y, positivamente
orientadas, e que sejam diferenciaveis, valem as féormulas

h7:271'—//ig:/ Ka
¥ inty

sendo a segunda uma consequéncia de Gauss-Bonnet. Para curvas nas mesmas
condigoes mas apenas diferenciaveis por trocos valem as formulas

h7:27r—//{g—29i:/ K,
¥ i inty

onde os termos 6; representam os angulos externos da curva 7.
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a. A curva v é uma linha poligonal geodésica pelo que a curvatura geodésica ry é
nula. Os angulos externos sao respectivamente m — 6, 5 e 7. Logo

h7:27r—(7r—9+g+g>=9.

Alternativamente, justificando que Area(intv) = 0, como a esfera tem curvatura
Gaussiana K = 1 o resultado segue.

b. Supondo que p, ¢ estdao sobre o paralelo de co-latitude* ¢, os dngulos externos
sao exactamente os mesmos, mas notamos que a curvatura geodésica do arco
de paralelo gp ja nao é nula. Usando coordenadas esféricas, o que equivale a
considerar a parametriz¢ao canonica da esfera vemos que

’ ® 0
Area(inty) = / / sinvdudv =60(1—cosyp) .
o Jo
Logo, como a curvatura Gaussiana ¢ K = 1, a holonomia ao longo de v é

hy=6(1—cosyp) .

Alternativamente podemos usar a primeira féormula calculando a curvatura
geodésica do paralelo de co-latitude ¢. Este paralelo é um arco de circun-
feréncia de raio sin ¢, pelo que tem curvatura ﬁ. A sua curvatura geodésica
é igual a° K, = %. Por outro lado, o arco pg tem angulo 6, pelo que o seu
comprimento é igual a 6 siny. Logo a holonomia é igual a

T T
h, =27 — —( -0+ = —)
~ T /qplig ™ —|—2+2

_p_ o8y

—— 0 sinp =0 (1 —cosp) .
sin ¢

Exercicio 22 (Secgdo 4-4) Seja p € S? = {(x,y,2) € R? : 22 +y* + 22 = 1}. Dada
uma curva v : [0, /] — S? regular e diferencidvel por trogos tal que p = (0) = y(¢),

4A co-latitude de um ponto p € S? é o angulo orientado entre os vectores de posicio do polo
Norte (0,0, 1) e do ponto p relativamente & origem.

A justificacio deste facto é um exercicio em sim mesmo. Veja para isso que a aceleragao do
paralelo num ponto faz um angulo ¢ com a tangente ao meridiano nesse ponto.
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designamos por P, : T,5% — T,5% o transporte paralelo ao longo de v. Mostre que
para cada rotagao R de T,S? existe uma curva 7 nas condigdes anteriores tal que
P, =R.

Resolugao Qualquer ponto p € S? pode ser visto como o polo Norte da esfera
num sistema de coordenadas conveniente. Seja 0 < # < 27 o angulo da rotacao
R : T,S* — T,5% Pelo exercicio 15b desta secgao, aplicado ao polo py e a mais dois
pontos sobre o equador, o triangulo geodésico v que ai foi construido tem holonomia
h, = 0, o que mostra que P, = R.

Exercicio 23 (Seccao 4-4) Mostre que as isometrias da esfera unitaria
S? ={(z,y,2) €ER® : 2 + >+ 22 =1}
sao as restricoes a S? das transformacoes lineares ortogonais em R3.

Resolugao Seja g : S? — S? uma isometria. Fixemos p = (0,0,1) e ¢ = g(p).
Consideremos em seguida uma transformacao linear ortogonal A : R* — R? tal que
Aq = p. Definindo g; = A o g, pelo exercicio 11a da seccao 4-2, g; : S? — S? é uma
isometria. Por construgao gi(p) = p, e D(g1), : T,S* = T,,5% é uma isometria linear
(i.e. uma rotacdo ou entdo uma reflexdo em torno dum eixo). Seja B : R? — R3
a Unica transformagao ortogonal que coincide com D(g1), em T,5% e que fixa todos
os pontos da recta gerada por p.% Definindo g» = B~! o gy, pelo exercicio 11a da
secgao 4-2, go : S? — S? é uma isometria. Por construcao ga(p) = p e D(ga), ¢
a identidade em T,5%. Vejamos agora que g : S* — 52 é a aplicagdo identidade.
Dado r € S?, r # +4p, seja 0 = Z(p,r) e v : [0,0] — S? o arco de meridiano
parametrizado pelo comprimento de arco que satisfaz v(0) = p e v(0) = r. A curva vy
¢ um arco geodésico. Como g, é uma isometria da esfera, v, = g, 0y é também uma
geodésica parametrizada pelo comprimento de arco tal que 72(0) = g2(p) = p = v(0)
6 74(0) = D(g2)y7'(0) = 7(0). Logo 72 = 7, e em particular go(r) = g2(1(6)) =
v2(0) = v(0) = r. Como r é arbitrério, podemos concluir que g, = idg2. Finalmente,
como idgz = go = B~1o g, = B™1 0 Ao g, obtemos que g = (A™! 0 B)|s2.

Exercicio 1 (Secgao 4-5) Seja S C R3 uma superficie regular, compacta, conexa,
orientavel que nao é homeomoérfica a uma esfera. Prove que ha pontos de S onde a
curvatura Gausssiana é positiva, negativa, e nula.

6Se D(g1), for uma rotagao de angulo # entao B é uma rotagao pelo mesmo angulo em torno do
eixo gerado por p. Se D(g1), for uma reflexdo em torno dum eixo gerado por v € T},5?, entdo B é
também uma reflexao em torno do plano gerado pelas direcgoes w e p.
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Resolugao O teorema de Gauss-Bonnet diz-nos que para uma superficie regular,
compacta, conexa e orientavel

//SK:%X@) —2m(2— 2) |

onde x(S) designa a caracteristica de Euler-Poincaré da superficie S, e g designa o
genus da superficie, que intuitivamente mede o niimero de “buracos” dessa superficie.
Para superficies nao homeomoérficas a esfera, g > 1, donde [, ¢ K < 0. Pelo exercicio
16 da secgao 3-3, S admite pelo menos um ponto eliptico (onde K > 0). Se tivessemos
K > 0 em S viria [f ¢ K > 0, em contradigdao com a conclusao anterior. Logo, S
admite pontos hiperbélicos (onde K < 0). Como S é conexa tem de haver também
pontos onde K = 0.

Exercicio 3 (Secgao 4-5) Seja S C R* uma superficie regular homeomorfa a uma
esfera, tal que o mapa de Gauss N : S — S? seja um difeomorfismo. Seja I' C S
uma curva simples fechada, geodésica, em S, e sejam A e B as regioes de S que tém
I’ como a fronteira comum. Mostre que Area(N(A)) = Area(N(B)).

Resolugao Como o mapa de Gauss ¢ um difeomorfismo temos K (p) = det(DN,,) # 0
para todo p € S. Por Gauss-Bonnet ffs K = 47. Logo temos que ter K(p) > 0 para

todo p € S. Assim
Area(N(A)) ://Adet(—DN) ://AK.

Analogamente Area(N(B)) = [[; K. Por Gauss-Bonnet obtemos, orientando I num
sentido apropriado,

- ffe f - [l f o f

onde —I" representa a mesma curva [' mas orientada no sentido oposto.

Exercicio 2 (Seccao 4-5) Seja T o toro de revolugdo. Descreva a imagem do mapa
de Gauss N : T — S? e mostre, sem usar o Teorema de Gauss-Bonnet, que

flx-r
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Resolugao Sejam A e B C T as regioes ‘exterior’ e ‘interior’ do toro, respectiva-
mente. Estas regioes estao limitadas entre os paralelos superior e inferior do toro (ver
exerc. 5 da secgao 4-4). A restrigao N|a: A — S?\ {#(0,0,1)} é um difeomorfismo
que preserva a orientagao. Analogamente, a restrigao N|g: B — S?\ {#(0,0,1)} é
um difeomorfismo que inverte a orientagao. Logo

/ /A K= / /A det(—DN) = Arca(N(A)) = Area($?) = 4 |

//B K= //B det(—DN) = —Area(N(B)) = —Area(S?) = —dr

pelo que
//K=47r—47r=0.
T
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