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Os Elementos de Euclides

Tratado em Geometria composto de 13 livros, escrito c. 300 a.C.
pelo matematico grego Euclides de Alexandria. Esta obra é a
principal referéncia histérica ao método dedutivo, desenvolvido
pelos gregos antigos, no qual se baseia toda a Matematica.
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Algumas Definicoes do Livro |

| Ponto é o, que n3o tem partes.
Il Linha é o, que tem comprimento sem largura.
[l As extremidades da linha s3o pontos.

[V Linha recta é aquella, que estd posta egualmente entre as suas
extremidades.

cf. versdo latina de Frederico Commandino dos
Elementos de Euclides, Imprensa da Univ. Coimbra, 1855.
http://www.mat.uc.pt/~jaimecs/euclid/elem.html
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Alguns Postulados do Livro |

| Pede-se como cousa possivel, que se tire de um ponto
qualquer para outro qualquer ponto uma linha recta.

Il E que uma linha recta determinada se continue em direitura
de si mesma, até onde seja necessario.

1l E que com qualquer centro e qualquer intervallo se descreva
um circulo.

cf. versdo latina de Frederico Commandino dos
Elementos de Euclides, Imprensa da Univ. Coimbra, 1855.
http://www.mat.uc.pt/~jaimecs/euclid/elem.html
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O Quinto Postulado: Axioma das Paralelas

Se um segmento de reta intercepta duas retas, de modo que um
dos pares dos angulos colaterais internos tem soma inferior a dois
angulos retos, entdo as retas quando prolongadas suficientemente,
se cortam do lado em que se encontram os referidos dngulos
colaterais internos.

source: wikipedia

Ao longo de 2000 anos de histéria dos Elementos muitas tentativas
foram feitas para provar o quinto postulado a partir dos restantes
axiomas.
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As Geometrias Nao Euclideanas

No século XIX, de modo independente, os matematicos Carl F.
Gauss (alem&o), Janos Bolyai (hingaro) e Nikolai I. Lobachevsky
(russo) desenvolveram novas geometrias que satisfazem todos, ou
quase todos, os axiomas de Euclides, menos o axioma das
paralelas: a Geometria Hiperbodlica e a Geometria Esférica.

Ainda no século XIX o matematico alem3o Bernhard Riemann
criou um novo tipo de Geometria, conhecida hoje como
Geometria Riemanniana, que engloba as Geometrias Euclideana,
Hiperbdlica e Esférica como casos particulares.
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A Fundamentaciao da Geometria
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Conceitos Primitivos e Terminologia

& denota o plano Euclideano
Os elementos do plano Euclideano, P € &, dizem-se pontos.
Certos subconjuntos r C € dizem-se rectas.

Seja P um ponto e r uma recta. Dizemos que r passa por P, que
P incide com r, ou que r incide com P para significar P € r.

Pontos que incidam com uma mesma recta dizem-se colineares.

Rectas que incidam com um mesmo ponto dizem-se concorrentes.
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Axiomas de Incidéncia

Al Por dois pontos passa uma tinica recta.
A2 Cada recta contém pelo menos dois pontos.

A3 H3 pelo menos trés pontos ndo colineares.

Dados dois pontos A, B € &€, denotamos por AB a unica recta que
passa por A e por B.
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Geometria de Incidéncia

Proposicdao 1 Dada uma recta hd pelo menos um ponto que ndo
lhe pertence.

Proposicao 2 Dado um ponto hd pelo menos uma recta que nio
passa por ele.

Proposicao 3 Por cada ponto passam pelo menos duas rectas.

Proposicao 4 H4 pelo menos trés rectas ndo concorrentes.
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Um Modelo de Geometria de Incidéncia
e ={1,2,3)

S3o rectas os conjuntos {1,2}, {1,3} e {2,3}.

{1,3}

1 {2,3}

{1,2}
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Axioma das Distancias

A cada par de pontos P, € € estd associado um ndmero real
|PQ| € R, que é chamado a distancia de P a Q, e que satisfaz:

A4 Dados pontos P, @ € &,

> |[PQ| >0,
» [PQI=0 & P=Q,
> |PQ| = |QP|.
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Sistemas de Coordenadas

Seja r C € uma recta.

Chama-se sistema de coordenadas em r a uma aplicacio
bijectiva f : r — R tal que

|IPQ| = |f(P)—f(Q)], VP,Q €.

AP )
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O Axioma da Régua Graduada

Dado um sistema de coordenadas f : r — R,

o niimero f(P) diz-se a coordenada de P no sistema de
coordenadas f, e o tnico ponto O € r tal que f(O) = 0 diz-se a
origem do sistema de coordenadas.

A5 Dada uma recta r C €, existe pelo menos um sistema de
coordenadas em r.
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Isometrias da Recta Real

Uma aplicacdo bijectiva ¢ : R — R tal que
|p(x) — d(y)| =[x — y|. ¥x,y € R diz-se uma isometria.

Proposicao A inversa duma isometria é uma isometria. A
composicdo de isometrias € uma isometria.

Proposicao Dada uma isometria ¢ : R — R, existe uma
constante ¢ € R tal que

» ¢(x) =x+c, Vx€R, ou
» #(x) =—x+c, VxeR.
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Mudancas de Coordenadas

Seja f : r — R um sistema de coordenadas na recta r C €.
Proposicao Fixado ¢ € R, as aplicacées g, h: r — R,
g(P)=f(P)+c e h(P)=c—f(P), VP € r, sdo sistemas de

coordenadas em r.

Dados sistemas de coordenadas f,g : r — R a aplicagao
gof1:R — R diz-se uma mudanca de coordenadas.

Proposicao Toda a mudanca de coordenadas é uma isometria.

Corolario Dados sistemas de coordenadas f,g : r — R, existe
uma constante ¢ € R tal que g(P)=1f(P)+c,YVPEr ou
g(P)=—f(P)+c VPer.
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Sistema de Coordenadas fixada Origem e Orientacao

Seja r C € uma recta.

Teorema Dados dois pontos Py, P € r existe um dnico sistema
de coordenadas em r com origem Py e tal que P, tem coordenada
positiva.
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Orientacoes duma recta

Seja r C € uma recta.

Fixado um sistema de coordenadas f : r — R, dados pontos
P, Q € r dizemos que P esta a esquerda, resp. a direita, de Q
& f(P) < f(Q), resp. f(P)> f(Q).

Referimo-nos a esta relacdo de ordem em r como uma orientacao
induzida pelo sistema de coordenadas f na recta r.

Proposicao Numa recta ha exactamente duas orientagées. Dois
sistemas de coordenadas f,g : r — R induzem a mesma orientagdo
sse existir uma constante c tal que f(X) =g(X)+c¢, VX € r.
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Segmentos de recta e relacdo ‘estar entre’

Dados dois pontos A, B € €, e P € AB, dizemos que P esta entre
A e B, e escrevemos A— P — B, & 3 sistema de coordenadas
f:AB — R tal que f(A) < f(B) e f(A)<f(P)<f(B).

Chama-se segmento de recta de extremos A e B ao conjunto

AB={PcAB : P estientre Ae B} .

Chama-se interior do segmento de recta AB ao conjunto

int(AB) = AB — {A, B} .
Proposicdo Dados dois pontos A, B € &, AB = BA.
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Comprimento de segmentos

Chama-se comprimento dum segmento PQ & distancia |PQ)|.

Dois segmentos PQ e P'Q’ dizem-se congruentes, e escrevemos
PQ~P'Q, & |PQ|=I|PQ.

Proposicao Dados dois pontos A, B € & existe um dnico ponto
M € AB tal que |AM| = |MB|. Fixado qualquer sistema de

coordenadas f : AB — R, o ponto M tem coordenada
f(M) = f(A);rf(B)_

O ponto M da proposicdo anterior diz-se o ponto médio ou o
bissector do segmento AB.
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Semi-rectas

Sejam r C € uma recta e P € r um ponto.

Fixada uma orientacdo em r, os conjuntos dos pontos de r a
direita, resp. a esquerda, de P dizem-se semi-rectas de origem P.

Proposicao Ha exactamente duas semi-rectas contidas em r de
origem P, cuja intersecdo se reduz ao ponto P, e cuja unido € a
recta r. Fixado um sistema de coordenadas f : r — R, essas duas
semi-rectas sao

(Xer:f(X)>f(P)} e{Xer: f(X)<Ff(P)).

Dados dois pontos P, Q € r, a (inica semi-recta contida em r com
origem P que contem @ serd denotada por PQ.
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/f\ngulos

Chama-se angulo a unido de duas semi-rectas com a mesma
origem,
/ZBAC = ABUAC ,

onde A,B,Ce& A#BeA#C.

As semi-rectas AB e AC dizem-se os lados do angulo ZBAC.

Note-se, que por definicio, L/BAC = ZCAB.

Pedro Duarte Geometria



Triangulos

Dados trés pontos n3o colineares A, B, C € &, chama-se tridangulo
ao conjunto
AABC =ABUBCUCA.

B

Os segmentos AB, BC e CA dizem-se lados do tridngulo AABC.

Os angulos ZABC, /BCA e ZCAB dizem-se angulos internos do
tridngulo AABC.
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Conjuntos Convexos

Um subconjunto C C & diz-se convexo < PQ C C, VYP,Q € C.

A figura seguinte mostra dois exemplos de conjuntos convexos.

~ N

convexos
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Conjuntos Nao Convexos

A figura seguinte mostra dois exemplos de conjuntos n3o convexos.

Nnao convexos
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Exemplos de Conjuntos Convexos

> conjunto vazio,

» conjunto formado por um dnico ponto,
> uma recta,

» uma semi-recta,

> segmento de recta.
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A Interseccao de Convexos é Convexa

Sejam C; C & conjuntos convexos, Vi € /.
Entdio C =N G

€ convexo.
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Axioma da Separacao

A6 Dada uma recta ¢ C €, 1 subconjuntos 51,5, C € tais que
» E—L=5US,,

SiNS =0,

S1 e S, sdo convexos,

PrecS ebPesSh = P1P2ﬂ€7é@.

v

v

v

51

Pedro Duarte Geometria



Semiplanos

Seja £ C € uma recta, e S1, 5, C € os conjuntos convexos nas
condicdes de AG6.

Proposicao
1. PES, QeSS = PRNL=4,
2. PeS5,QeS = PRNL#D.
Corolario Fixado P € §;,
S={Qecé&—(:PRNE{=0}, para i=12.
Em particular a decomposicdo & —{ = 5, U S, € dnica.

Os conjuntos S; e Sy no axioma A6 dizem-se semiplanos
limitados por /.
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O "Axioma de Pasch”

Sejam A, B, C trés pontos ndo colineares.

Teorema Seja ¢ C € uma recta que n3o incide com nenhum dos
vértices A, B, C do tridngulo AABC. Ent3o:

(1) £ ndo pode intersectar apenas um lado de AABC,
(2) £ ndo pode intersectar os trés lados de AABC.
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Interior dum Angulo

Consideremos o angulo ZBAC, onde A, B, C s3o trés pontos nao
colineares.

Pelo axioma A6 existem
» S; semiplano limitado pela recta AB que contem C, e
» S, semiplano limitado pela recta AC que contem B.
Define-se o interior do angulo ZBAC como sendo

int(/BAC) =51NS, .

int(£LBAC)
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Propriedades do Interior dum Angulo

Consideremos o angulo ZBAC, onde A, B, C s3o trés pontos nao
colineares.

Teorema da Semi-recta Interior

O interior de ZBAC é um conjunto convexo.

Dado D € int(BC), AD — {A} C int(£BAC).

Seja ™ uma semirecta com origem A tal que
¢t — {A} C int(£BAC) .

Entso existe D € int(BC) tal que {+ = AD.

Pedro Duarte Geometria



Interior dum Triangulo

Sejam A, B, C trés pontos n3o colineares.

Pelo axioma A6 existem
» S; semiplano limitado pela recta AB que contem C,
» S, semiplano limitado pela recta BC que contem A,
» S3 semiplano limitado pela recta AC que contem B.
Define-se o interior do triangulo AABC como sendo

int(AABC) =5N5nNSs;s.

1
S>
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Propriedades do Interior dum Tridngulo

Consideremos o tridngulo ABAC, onde A, B, C s3o trés pontos
ndo colineares.

Proposicao
(1) int(BC) C int(£BAC),

(2) D € int(BC) e P € int(AD) = P € int(AABC).
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O Axioma da Medicao de Angulos

A7 A cada dngulo £/ CAB esta associado um dnico ndmero
m(Z£CAB) no intervalo |0,180[, a que se chama a amplitude do
angulo ZCAB.
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O Axioma da Transferéncia de Angulos

A8 Dados pontos A, B € £, um semiplano H limitado pela recta
AB, e um nimero « €]0,180[, existe uma tnica semi-recta AP,
com P € H, tal que m(£PAB) = a.
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O Axioma da Aditividade de Angulos

A9 Dados um dngulo ZBAC, e D € int(£BAC) entio
m(£BAC) = m(£BAD) + m(£DAC).

o+B
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O Axioma dos Angulos Suplementares

Dois angulos ZBAC e ZCAD dizem-se suplementares
adjacentes se e sése B, A, D forem colineares e A € int(BD).

180-a

A10 Se /BAC e Z/CAD forem dngulos suplementares adjacentes
entdo m(£BAC)+ m(£CAD) = 180.
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Congruéncia de Angulos. /f\ngulos Rectos

Dois angulos ZABC e ZDEF dizem-se congruentes, e escrevemos
ZABC ~ /DEF, seesése m(£LABC) = m(£DEF).

Um angulo ZABC diz-se recto se e s6é se m(£LABC) = 90.

Proposicao Um dngulo ZABC € recto se e sé se for congruente a
algum dos dngulos que lhe sdo suplementares adjacentes.
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/f\ngulos Suplementares

Dois angulos dizem-se suplementares se e sé se a soma das suas
amplitudes for igual a 180.

Proposicao Dois dngulos sdo suplementares se e sé se um deles
for congruente a um suplementar adjacente do outro.
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/f\ngulos Verticalmente Opostos

Se A € int(BD) as semi-rectas AB e AD dizem-se opostas.

Dois angulos dizem-se verticalmente opostos se e sé se os lados
de um forem as semi-rectas opostas aos lados do outro dngulo.

Proposicao Quaisquer dois dngulos verticalmente opostos sdo
congruentes.
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Angulos Complementares
Chamam-se agudos os angulos cuja amplitude seja inferior a 90; e
obtusos os dngulos com amplitude superior a 90.

Dois angulos dizem-se complementares se e sé se as suas
amplitudes somarem 90.
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Perpendicularidade

Duas rectas concorrentes dizem-se perpendiculares se e sé se
algum dos quatro angulos formados por elas, com origem no ponto
de interseccdo, for recto.

Escrevemos ¢ L r para dizer que duas rectas £ e r sdo
perpendiculares.
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Notacio (Angulos Internos dum Triangulo)

Fixado um tridngulo AABC os seu angulos internos designam-se
abreviadamente por

/A= /CAB,
/B = /ABC,
/C = /BCA.
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Congruéncia de Triangulos

Dois triangulos AABC e AA'B’'C’ dizem-se congruentes, e
escrevemos AABC ~ AA'B'C’, seesése AB~ A'B/,
BC~B'C", CA~CA, LZA~/A, /B~/B e /C~/C.

B

B! C

CI

A correspondéncia A+— A', B+— B’, C+— (', diz-se uma
congruéncia.
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O Axioma LAL (Transporte de Congruéncias)

A11 Dados tridngulos AABC e AA'B'C,
AB~AB', AC~AC e /A~/A =
AABC ~ AA'B'C'.
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Teorema do Tridangulo Isésceles

Teorema Dado um tridngulo AABC,
AB~AC < /B~ /C.
A

B C

Um tridngulo que satisfaca estas condicGes equivalentes diz-se
isosceles, de base BC.

Corolario Todo o tridngulo equildtero (com 3 lados congruentes)
€ equiangular (tem 3 dngulos congruentes).
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Critério ALA

Teorema Dados tridngulos AABC e AA'B'C’,
AB~AB, /A~/A e /B~/B =
AABC ~ AA'B'C'.
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Teorema do Angulo Externo

Chama-se angulo externo dum tridangulo AABC a um
suplementar adjacente dum seu angulo interno.

Teorema Qualquer dngulo externo é maior que um angulo interno
que ndo lhe seja adjacente.
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Bissectriz dum Angulo

Chama-se bissectriz dum angulo ZBAC a uma semi-recta AD,
com D € int(£ZBAC), tal que

m(ZBAD) = m(/DAC) = %m(ABAC) .

Proposicao Todo o dngulo admite uma dnica bissectriz.
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Bisseccao dum Tridangulo Isésceles

Teorema Sejam AABC um tridngulo isdsceles de base BC,eMo
ponto médio deste segmento. Entdo AM 1 BC, e AM € a
bissectriz do dngulo /BAC.
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Perpendicular por um Ponto

Sejam ¢ C € uma recta e P € £ um ponto.

] ¢

Teorema Existe uma tnica recta r C & que passa em P e corta /
perpendicularmente.
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Perpendicular por um Ponto

Sejam ¢ C € uma recta e P € £ um ponto.

] ¢

Teorema Existe uma tnica recta r C & que passa em P e corta /
perpendicularmente.

Pedro Duarte Geometria



Critério LLL

Teorema Dados tridngulos AABC e AA'B'C’,
AB~AB, BC~B'C e AC~AC =
AABC ~ AA'B'C'.
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Critério LAA

Teorema Dados tridngulos AABC e AA'B'C’,
AB~AB', /B~/B e /C~/C =
AABC ~ AA'B'C'.
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Soma dos Angulos Internos dum Tridngulo

Teorema A soma dos dngulos internos dum tridngulo é menor ou
igual a 180.

Y A
K9 \ C

Y

B

o+ B+y=180 a+0B3+v< 180

B
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Maior Lado, Maior Angulo

De agora em diante vamos escrever ZABC > ZDEF como
sinénimo de m(£LABC) > m(£DEF).

Teorema Em qualquer tridngulo, ao maior lado opéem-se o maior
angulo. Mais precisamente, num tridngulo AABC,
/A>/B < |BC| > |AC|.
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Desigualdade Triangular

Teorema Cada um dos lados dum tridngulo é menor que a soma
dos outros dois.
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Distancia dum Ponto a uma Recta. Pé da Perpendicular
Sejam ¢ C € uma recta, e P € £ um ponto.
Chama-se pé da perpendicular, ou projeccao ortogonal, de P

sobre ¢ ao tnico ponto Py € £ em que a perpendicular a ¢ por P
cruza a recta /.

[ 1] 4

Q Py

Teorema Se Py € { for o pé da perpendicular de P sobre ¢ entdo
|PQ| > |PPy|, qualquer que seja Q € £.
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Mediatriz dum Segmento

Chama-se mediatriz dum segmento AB 2 recta que corta
perprendicularmente AB no ponto médio do segmento AB.

B
A\/' B
Teorema A mediatriz do segmento de recta AB é o lugar

geométrico dos pontos de £ equidistantes de A e de B.
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Bissectriz dum Angulo

Teorema A bissectriz do dngulo ZBAC € o lugar geométrico dos
pontos em int(£BAC) equidistantes de AB e de AC.
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Angulos Alternos-Internos
Sejam ¢,a, b C € trés rectas tais que f{NA={A} e {Nb={B}.

Se os pontos A’ € a— {A} e B’ € b— {B} s3o tais que AA’' e BB’
estdo em semiplanos opostos limitados por ¢, ZA'AB e /B'BA
dizem-se angulos alternos-internos determinados pela transversal
¢ nas rectas a e b.
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Condicao Suficiente para Paralelismo

Duas rectas r,/ C & dizem-se paralelas se e sé se rN/{ = .

Teorema Se uma recta ¢ corta duas rectas a e b formando angulos
alternos internos iguais, entdo as rectas a e b sdo paralelas.

£
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Existéncia de Paralelas

Proposicao Por qualquer ponto exterior a uma recta ¢ dada passa
pelo menos uma recta paralela a (.
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O Axioma das Paralelas

A12 Por qualquer ponto exterior a uma recta { dada passa no
maximo uma recta paralela a {.

A Geometria Hiperbdlica satisfaz todos os axiomas anteriores, mas
n3o satisfaz menos este.

O Axioma das Paralelas é o unico axioma especifico da Geometria
Euclideana.

Pedro Duarte Geometria



Condicao Necessaria para Paralelismo

Teorema Se as rectas a e b sdo paralelas entdo toda a recta ¢ que
corte a e b forma com elas angulos alternos internos iguais.

A a
b/
—_—
/* ”

Corolario A relacdo de paralelismo entre rectas € transitiva.
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Soma dos Angulos Internos dum Tridngulo

Teorema A soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo é
igual a 180.
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Maior Lado, Maior Angulo

De agora em diante vamos escrever ZABC > ZDEF como
sinénimo de m(£LABC) > m(£DEF).

Teorema Em qualquer tridngulo, ao maior lado opéem-se o maior
angulo. Mais precisamente, num tridngulo AABC,
/A>/B < |BC| > |AC|.
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Desigualdade Triangular

Teorema Cada um dos lados dum tridngulo é menor que a soma
dos outros dois.
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Distancia dum Ponto a uma Recta. Pé da Perpendicular
Sejam ¢ C € uma recta, e P € £ um ponto.
Chama-se pé da perpendicular, ou projeccao ortogonal, de P

sobre ¢ ao tnico ponto Py € £ em que a perpendicular a ¢ por P
cruza a recta /.

[ 1] 4

Q Py

Teorema Se Py € { for o pé da perpendicular de P sobre ¢ entdo
|PQ| > |PPy|, qualquer que seja Q € £.
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Mediatriz dum Segmento

Chama-se mediatriz dum segmento AB 2 recta que corta
perprendicularmente AB no ponto médio do segmento AB.

B
A\/' B
Teorema A mediatriz do segmento de recta AB é o lugar

geométrico dos pontos de £ equidistantes de A e de B.
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Bissectriz dum Angulo

Teorema A bissectriz do dngulo ZBAC € o lugar geométrico dos
pontos em int(£BAC) equidistantes de AB e de AC.
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Angulos Alternos-Internos
Sejam ¢,a, b C € trés rectas tais que f{NA={A} e {Nb={B}.

Se os pontos A’ € a— {A} e B’ € b— {B} s3o tais que AA’' e BB’
estdo em semiplanos opostos limitados por ¢, ZA'AB e /B'BA
dizem-se angulos alternos-internos determinados pela transversal
¢ nas rectas a e b.
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Condicao Suficiente para Paralelismo

Duas rectas r,/ C & dizem-se paralelas se e sé se rN/{ = .

Teorema Se uma recta ¢ corta duas rectas a e b formando angulos
alternos internos iguais, entdo as rectas a e b sdo paralelas.

£

Pedro Duarte Geometria



Existéncia de Paralelas

Proposicao Por qualquer ponto exterior a uma recta ¢ dada passa
pelo menos uma recta paralela a (.
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O Axioma das Paralelas

A12 Por qualquer ponto exterior a uma recta { dada passa no
maximo uma recta paralela a {.

A Geometria Hiperbdlica satisfaz todos os axiomas anteriores, mas
n3o satisfaz menos este.

O Axioma das Paralelas é o unico axioma especifico da Geometria
Euclideana.
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Condicao Necessaria para Paralelismo

Teorema Se as rectas a e b sdo paralelas entdo toda a recta ¢ que
corte a e b forma com elas angulos alternos internos iguais.

A a
b/
—_—
/* ”

Corolario A relacdo de paralelismo entre rectas € transitiva.
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Soma dos Angulos Internos dum Tridngulo

Teorema A soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo é
igual a 180.
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Existéncia de Paralelas

Proposicao Por qualquer ponto exterior a uma recta ¢ dada passa
pelo menos uma recta paralela a (.
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Modelo Cartesiano do Plano Euclideano

No século XVII René Descartes descobriu uma maneira de reduzir
a Geometria a Algebra através da representacdo em coordenadas
cartesianas. Com ela nasce a Geometria Analitica.

N
4 (2,3)
S35 °
42
(=3,1)
VA R - —+1
] 1 | (O’P) ] L~
LY SN [ S
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Modelo Euclideano de dimensao n

O espago R"={X = (x1,...,x) : x; € R, i=1,...,n} munido
do produto interno

X-y=xiy1+-+Xn¥n
¢ um modelo de Geometria Euclideana n-dimensional.

Alguns conceitos derivados do produto interno:
» Norma |%] = VX-X,
» Angulo /(X,y) = arccos (”X)ﬁﬁ? ”>,
» Perpendicularidade ¥ | y < X-y=0.
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Variedades

Uma variedade de dimensao n é um conjunto de pontos que
localmente se ‘assemelha’ ao espaco Euclideano R". Numa
variedade existem sistemas de coordenadas que permitem
localizar qualquer ponto através de n coordenadas reais.
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Curvas e Superficies

As curvas s3o variedades de dimens3o 1.
As superficies s3o variedades de dimensdo 2.

Uma curva e o 2-toro
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O Tipo Topoldgico duma Variedade

O plano e o cilindro s3o superficies ‘abertas’.
A esfera e o toro s3o superficies ‘fechadas’.

Qualquer corte ao longo duma curva aberta ou fechada mas sem
‘extremidades’ desconecta o plano, resp. a esfera.

‘\_/'+-

O mesmo n3o se passa com o cilindro ou o toro.

Sl Sy ¥
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Variedades Riemannianas

Chama-se variedade Riemanniana a uma variedade onde cada
plano tangente estd munido duma estrutura de espaco Euclideano.
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Distancia entre pontos

Seja M uma variedade Riemanniana.

Uma aplicagdo v : [a, b] — M de classe C! diz-se uma curva que
conecta os pontos y(a) e v(b). Define-se comprimento de ~ por

b
comp(v)z/ [/ ()] dt -

Chama-se distancia entre dois pontos p,q € M ao infimo

d(p, q) = inf{ comp() : v é uma curva que conecta p e g}
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Geodésicas

Numa variedade Riemanniana, chama-se geodésica a qualquer
curva v de velocidade constante tal que para cada par de pontos
suficientemente préximos p, g € y, o comprimento do arco de ~y
que conecta p e g é igual a d(p, q).
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Medindo angulos

O angulo entre duas curvas é o angulo entre os respectivos
vectores velocidade no momento em que se cruzam, que é medido
no espaco tangente a variedade, no ponto em que as curvas se
cruzam.
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Perpendicularidade

Duas curvas que formem entre si um angulo de 90 graus dizem-se
perpendiculares ou ortogonais.

Por exemplo, os paralelos sao ortogonais aos meridianos no globo
terrestre.
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Toda a variedade é localmente plana

Sé numa escala suficientemente grande é perceptivel a ndo
linearidade ou nao planaridade duma variedade.
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Volumes e Areas
Seja M uma variedade Riemanniana.

Aproxima-se a area duma regidgo A C M subdividindo-a em
pequenissimos rectangulos cujas dreas, medidas em termos
Euclideanos, se adicionam. A area define-se como o limite destas
aproximacdes quando o nimero de subdivisdes tende a inifinito.

SN
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Curvatura Positiva

Varios conceitos de curvatura medem o quanto uma variedade se
afasta de ser plana (Euclideana).

Se num ponto p uma superficie tem curvatura positiva, qualquer
circulo centrado em p tem menor area, resp. perimetro menor, que
um circulo Euclideano do mesmo raio.
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Curvatura Negativa

Analogamente, se em p uma superficie tem curvatura negativa,
qualquer circulo centrado em p tem maior drea, resp. perimetro
maior, que um circulo Euclideano do mesmo raio.
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A Soma dos angulos internos dum triangulo

Numa superficie com curvatura positiva, a soma dos dngulos
internos dum tridngulo é > 180.

Numa superficie com curvatura negativa, a soma dos dngulos
internos dum triangulo é < 180.

it
S
p
Q
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Modelos de Curvatura Constante

O Axioma A1l implica que a curvatura seja constante.

Duas superficies com o mesmo tipo topoldgico e a mesma
curvatura constante s3o isométricas, i.e., s3o equivalentes por
uma transformacao que preserva angulos e distancias.

Duas superficies com o mesmo tipo topoldgico e com curvatura
constante do mesmo sinal s3o conformes, i.e., s3o equivalentes
por uma transformagdo que preserva angulos e multiplica
distancias por um factor constante.

A menos de equivaléncia conforme ha apenas trés modelos de
superficies de curvatura constante com os tipos topoldgicos da
esfera ou do plano: O Plano Euclideano, o Plano Hiperbdlico e
a Esfera.
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Modelos da Axiomatica de Edwin Moise

» A1-A3 Geometrias Finitas. Algumas Variedades
Riemannianas.

» A4-A5 Variedades Riemannianas sem geodésicas fechadas.

> A6 Superficies com o tipo topoldgico do plano ou da
esfera.

» A7-A10 Todas as Variedades Riemannianas.

» A1l Geometrias de curvatura constante:
a Euclideana, a Hiperbdlica e a Esférica.

> Al2 Geometria Euclideana

Pedro Duarte Geometria



Leitura Recomendada

JEAN-PIERRE PETIT

As Aventuras de Anselmo Curioso

OS MISTERIOS
' DAGEOMETRIA

o, sfern nepuned wsm
,uf‘ glgﬂ\p.k DUA5AVVM
MERGULHADD muan srfet @ a Ty

U ombio dosln safora NBO ESTA

mass sofng o ;J,#;u El edlt
Mfﬂfﬂwaﬁmwﬂ

http://www.savoir-sans-frontieres.com/... /free downloads.htm

Pedro Duarte Geometria


http://www.savoir-sans-frontieres.com/JPP/telechargeables/free_downloads.htm#portugais

Circunferéncias
Sejam O € Eer > 0.
Chama-se circunferéncia de centro O e raio r ao conjunto

C={Pec&:|PO|=r}.

Chama-se diametro de C a um segmento PQ tal que P,QeCe
P—0—-Q.

Define-se o interior e o exterior de € respectivamente por
int(C)={Pecl :|PO|<r} eext(C)={Pecl :|PO|>r}.
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Simetria em relacdo a uma recta

Sejam ¢ uma rectae P € € — /,
Po o pé da perpendicular de P sobre £.

Chama-se simétrico de P relativamente a recta ¢ ao tnico
ponto P’ no semiplano limitado por /¢, oposto ao que contém P,

que fica na perpendicular a £ por P, a mesma distancia de Py que
P.
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Conjuntos simétricos em relacdao a uma recta

Sejam ¢ uma recta.

Um conjunto A C & diz-se simétrico relativamente a recta /¢
& para cada ponto P € A, o seu simétrico P’ relativamente a
recta £ também pertencer a A.
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Simetrias da Circunferéncia

Seja € a circunferéncia de centro O e raio r > 0.

Proposicao A circunferéncia C € simétrica relativamente a recta
suporte AB de qualquer didmetro AB de C.

Prova: Exercicio
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Interseccao duma Circunferéncia com uma Recta

Sejam € a circunferéncia de centro O e raio r > 0, e £ uma recta.
Seja Q o pé da perpendicular de O sobre /.

Proposicao
se |OQ| > rentioCNi=10 e int(C)NL =0,
se |OQ| =rentioCNL={Q} e nt(C)NL=10
se |OQ| < r entdo CN{¢={A,B}, com A# B,
int(C) N ¢ =int(AB) e ext(C)N{ = ext(AB).

Prova: Exercicio
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Arcos de Circunferéncia

Chama-se arco de circunferéncia a interseccio duma
circunferéncia com um semiplano limitado por uma recta que corte
a circunferéncia em dois pontos. Os dois pontos dizem-se as
extremidades do arco.

Dois pontos A, B numa circunferéncia € determinam dois arcos,
que se dizem complementares um do outro.

Quando AB é um didmetro de @, os arcos determinados por A, B
dizem-se semi-circunferéncias.

Dados trés pontos A, B, C € € usaremos a expressdo

“seja AB o arco que nio contém o ponto C"

para referénciar um dos arcos dgﬂnidos por A, B.

Note que, por si s6, a notacdo AB é ambigua.
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Amplitude dum Arco

Sejam A, B dois pontos numa circunferéncia € de centro O.

Proposicao Seja v um dos arcos de € determinados por A e B.
Vale uma e uma sé das seguintes alternativas:

(1) A— O — B e ~ é uma semi-circunferéncia;

(2) v=CnNint(LAOB);,

(3) v=CnNext(LAOB).

Define-se a amplitude do arco 7 como sendo
180 se A-O-B
m(y) = m(£LAOB) se ~ Cint(ZAOB)
360 — m(£LAOB) se v C ext(£LAOB)
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Angulos Inscritos numa Circunferéncia
Seja € uma circunferéncia.

Chama-se angulo inscrito a € a um angulo cuja origem esteja
sobre € e cujos lados intersectem € num segundo ponto.

Trés pontos A, B, C € C determinam o angulo inscrito ZACB.

—
O arco AB de € que n3o contém C diz-se subentendido pelo
angulo inscrito ZACB.
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Teorema do Arco Capaz

Teorema A amplitude dum angulo inscrito numa circunferéncia é
igual a metade da amplitude do arco por ele subentendido.
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Corolarios do Teorema do Arco Capaz

Corolario Angulos inscritos no mesmo arco duma circunferéncia
sdo congruentes.

Corolario Todo o dngulo inscrito num semicircunferéncia € recto.
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Generalizacdo do Teorema do Arco Capaz

Sejam € uma circunferéncia, e A, B, C, D € C quatro pontos tais
que ACQ BD = {V}.

Sejam CD o arco subentendido pelo angulo ZCBD, e AB 0 arco
subentendido pelo dngulo ZACB.

Corolario P
V—_A-CeV-B-D= m(£LCVD)= 5( m(CD) — m(AB)).

A-V-CeB—V-D= m(ZCVD)=}(m(CD) + m(AB)).
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Prova da Generalizacdo do Teorema do Arco Capaz

6+B+180-a=180 a+p+180-6=180
g g
0=a-B 0=a+p
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Lugares geométricos de angulos constantes
Sejam P, @ € & dois pontos.

Corolédrio Dado « €]0,180], o lugar geométrico dos pontos R € &
tais que m(£PRQ) = « é a unido de dois arcos de circunferéncia
de extremidades P, Q, simétricos relativamente a recta PQ. Se

«a # 90, os dois arcos pertencem a circunferéncias distintas; e se

a = 90 esse lugar geométrico é a circunferéncia de didmetro PQ,
com excepcdo dos pontos P e Q.

Q
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Interseccao de Duas Circunferéncias

Sejam €1 e @ circunferéncias de centros O; e O, e raios r; e 1.
Proposicdo Se C1Nint(Cy) # 0 e €1 Next(Co) # 0 entdo C1 e €,
intersectam-se em dois pontos.

Se C1 NGy # 0, mas € Nint(C2) = 0 ou 1 Next(Cy) =0, entdo
C1 e @y intersectam-se num dnico ponto.

Prova: Exercicio
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Construcoes de Régua e Compasso

Chama-se construcao de régua e compasso ao procedimento
para desenhar uma configuracdo geométrica consistindo de um
nimero finito de elementos, pontos, rectas e circunferéncias,
seguindo uma sequéncia precisa de instrucgdes.

As instrucdes admitidas sdo de trés tipos:
(a) tragar a recta que une dois pontos;

(b) tragar a circunferéncia de centro num ponto, com raio igual a
distancia entre outro par de pontos;

(c) marcar os pontos de interseccdo entre duas curvas, rectas ou
circunferéncias.

Parte-se duma configuracdo inicial. A cada passo da construg3o, a
configuracdo geométrica é ampliada pela introducao de novos
elementos, aplicando uma instrucdo precisa.
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Construcao da Mediatriz

Input: Segmento AB

Procedimento:

Passo 1 Desenhe a circunferéncia C; de centro A que passa por B;
Passo 2 Desenhe a circunferéncia G, de centro B que passa por A;
Passo 3 Marque os pontos de interseccdo P e P/ de @1 com Cp;
Passo 4 Trace a recta ¢ que une P a P';

Output: A recta /.
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Construcao da Circunferéncia Circunscrita a um Triangulo

Input: Tridngulo AABC

Procedimento:

Passo 1 Trace a mediatriz m de AB;

Passo 2 Trace a mediatriz m’ de BC;

Passo 3 Marque o ponto O de interseccdo m e n?';

Passo 4 Trace a circunferéncia € de centro O que passa por A;

Output: A circunferéncia C.
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Exemplos de Construcoes Geométricas

(1) Encontrar o ponto médio de um segmento dado;

(2) Construir um angulo de 60 graus;

(3) Tragar a perpendicular a uma recta por um ponto dado;
(4) Transportar um angulo;

(5) Tragar a paralela a uma recta por um ponto exterior dado;
(6) Construir a bissectriz de um angulo.
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Definicao de Tangente a uma Circunferéncia

Uma recta £ diz-se tangente a uma circunferéncia € < (e C se
intersectam num Unico ponto.

Proposicdo Sejam C uma circunferéncia de centro O e raio r, £
uma recta e Oy o pé da perpendicular de O sobre {. Ent3o
¢ é tangente a C < |OQy| =r.

4
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Construcao das Tangentes a uma Circunferéncia

Input: Uma circunferéncia C, o seu centro O, e um ponto
P ¢ CUint(C).

Procedimento:

Passo 1 Marque o bissector M do segmento OP;

Passo 2 Trace a circunferéncia €’ de centro M que passa por O;
Passo 3 Marque os pontos de interseccio @ e Q> de € com €’:
Passo 4 Trace as rectas {1 = PQq e {» = PQs;

Output: As rectas /1 e /5.
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Paralelogramos
Seja Q = ABU BC U CD U DA um quadrilatero de forma convexa.

Proposicao Sio equivalentes:
(a) AB||CD e BC | AD,

(b) ZA~/C e /4B~/D,
(c) AB~CD e BC~AD.

A D

Um quadrilatero convexo que satisfaca alguma destas condi¢coes
diz-se um paralelogramo.
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Distancia entre Rectas Paralelas

Proposicao A distdncia entre duas rectas paralelas é constante.
Dadas duas rectas paralelas r e r' existe uma constante ¢ > 0 tal
que para todo P € r, designando por P’ o pé da perpendicular de
P sobre r', tem-se |PP'| = c.
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Sudivisées dum Triangulo

Proposicao Se num triangulo AABC considerarmos n — 1 pontos
Z1,...,2Zn_1 dividindo o segmento AB em n segmentos iguais, e
tracarmos paralelas a AC que cortam BC em pontos Y1,. .., Yn_1,
e paralelas a BC que cortam AC em pontos X1, ..., Xn_1, entdo
estes pontos dividem os respectivos lados em n segmentos iguais.
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Semelhanca de Triangulos

Dois tridngulos AABC e AA'B’'C’ dizem-se semelhantes, e
escrevemos AABC ~ AA'B'C!', seesése /A~ /A,
/B~/B', /C~ /C', e existir um nimero r > 0, dito a razao

AB| _ |BC| _ |CAl _
de semelhanca, tal que wB| = B — oA = I
B
/B\
A [S A c'

A correspondéncia A+ A, B B’, C+— C’, diz-se uma
semelhanca.

Pedro Duarte Geometria



Critério de Semelhanca AAA

Teorema S3o semelhantes dois tridngulos que tenham angulos
internos iguais.
Se /A~ /A, /B~/B e /C~/C' entio

AABC ~ AA'B'C'.
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Critério de Semelhanca LAL

Teorema S3o semelhantes dois tridngulos que tenham um angulo
interno igual e os lados correspondentes proporcionais.

Se /A~ /A e 0Bl = L entdo AABC ~ AAB'C'.
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Critério de Semelhanca LLL

Teorema Dois tridngulos com lados proporcionais sdo

semelhantes.
Se (veh = 15en = ren entdo AABC ~ AAB'C’.
Cu c
c
A B B A B
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Teorema de Pitagoras

Um tridngulo diz-se rectangulo sse um dos seus dngulos internos
for recto. O lado oposto ao angulo recto diz-se a hipotenusa, e os
outros dois lados os catetos do tridngulo rectangulo.

Dado um triangulo AABC, sejam |AB| = ¢, |BC| = ae |AC| = b.

Teorema Se AABC for um tridngulo rectingulo com hipotenusa
AB entio c? = a® + b,
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Sistemas de Eixos Cartesianos

Chama-se sistema de eixos cartesianos a um par de rectas
(41, £2) que se intersectem perpendicularmente num ponto O,
munidas de sistemas de coordenadas f; : {1 > Refh:l — R
tendo o ponto O como origem, i.e., fi(0) = (0) = 0.

(41, f1) diz-se o eixo horizontal e ({2, ;) o eixo vertical.
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Coordenadas Cartesianas

Suponhamos fixado um sistema de eixos cartesianos
(€17 fl)? (€27 f2)

Seja P € £ um ponto. Chama-se abcissa de P a coordenada
x(P) = fi(P1) do pé da perpendicular P; de P sobre o eixo
horizontal /1, e chama-se ordenada de P a coordenada
y(P) = f2(P>) do pé da perpendicular P, de P sobre o eixo
vertical /5.
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Coordenadas Cartesianas

Suponhamos fixado um sistema de eixos cartesianos
(1, 1), (L2, f2).

Uma recta ¢ C € diz-se horizontal , resp. vertical , sse for
paralela ao eixo /1, resp. {5.

Proposicao Rectas horizontais tém ordenada constante. Rectas
verticais tém abcissa constante. A aplicacio ® : & — R? definida
por ®(P) = (x(P), y(P)) € bijectiva.

Dado (x,y) € R?, o tinico ponto P € & tal que ®(P) = (x, y) esta

na interseccdo da recta vertical com abcissa x com a recta
horizontal com ordenada y.
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Equacdes da Recta

Suponhamos fixado um sistema de eixos cartesianos
(41, f), (L2, ).

Diz-se que uma recta £ C £ tem equacao cartesiana
ax + by = c para significar que

¢t={Pecé&:ax(P)+by(P)=c}.

Proposicao Toda a recta horizontal tém uma equagdo cartesiana
da forma y = c. Toda a recta vertical tém uma equagdo cartesiana
da forma x = ¢. Uma recta £ C € que ndo seja vertical admite
uma equacdo cartesiana da forma 'y = mx + b, onde
_ y(P1) —y(P2)
x(P1) = x(P2)
ordenada do ponto de interseccdo do eixo vertical com £.

, P1, P> sdo dois pontos de £, e onde b € a
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Equacdo Geral da Recta

Suponhamos fixado um sistema de eixos cartesianos
(41, f), (L2, ).

Proposicao Dada uma recta ¢ C &, existem constantes a, b,c € R
tais que (a, b) # (0,0) e a recta ¢ admite a equagdo ax+by = c.
Reciprocamente, dadas constantes a, b, c € R tais que

(a, b) # (0,0) existe uma tnica recta ¢ C € com essa equagio.

Proposicdo Duas equacées ax + by =c e ax+by=<¢,

com (a,b) # (0,0) e (a',b’) # (0,0), definem a mesma recta sse
existe \ € R — {0} tal quea’ =X a, b'=XAb e ' =Ac.
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Distancia entre Pontos

Suponhamos fixado um sistema de eixos cartesianos
(41, f), (L2, ).

Proposicao Dados pontos P, Q € €,

1PQ| = /(x(P) — x(Q))* + (v(P) ~ ¥(Q))2
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Seno e Cosseno de Angulos Agudos

Dado 6 €]0,90[, seja AABC um tridngulo rectangulo em A tal que
m(£B) = 6. A classe de semelhanca AABC sé depende de 6, pelo
que as razles seguintes estdo bem definidas:

9 |AB|  cateto adjacente
cosf = =

|BC|  hipotenusa
. |AC|  cateto oposto
sinf = = —
|BC| hipotenusa
c
sin(@)f--=="> IP
-
0 cos (0
0
B~ A C:x®+y* =1
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Seno e Cosseno de Angulos no intervalo ]0, 360]

Sejam € a circunferéncia de centro na origem e raio 1, descrita pela
equacdo x> + y? =1, a que se chama o circulo trignométrico, e
Q € C o ponto de coordenadas (1,0). Dado 6 €]0,360[ existe um
arco v em C com extremidades P, Q e amplitude m(vy) = 6.

sin(0)

Definem-se o seno e o cosseno do angulo 6 respectivamente como
a ordenada e a abcissa de P: sinfl = y(P) e cosf = x(P).

Pedro Duarte

Geometria



Extensodes Periddicas das Funcoes Seno e Cosseno
estendem-se como funcdes periddicas

As funcdes seno e cosseno
/ sin(6) N \
; X \
/05 / N /
’ ’ A kY 1 !
’ ’ A Y ’ !
d ’ A kY ’ !
’ ’ ) Ay ’ !
. g \ \ . /
/ 0 K \ \ ! /
7 Mo 1 0 \ 540 / 720
I’ ! M ‘\ l’ !
’ ll A \ ’ !
’ \ \ / Ill
\
6.5 \ ] K
’ kY %4 7
’ Ay -4 ’
K cos(6) S A K
s A SN e
Sea 1 ~ae’ Seae
e cos(f + 360 k) = cos(h),

sin(6 + 360 k) = sin(0)
quaisquer que sejam k € Z, 6 € R.

Geometria
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Algumas Rela¢bes Trignométricas

cos?f +sin?0 =1

cos(180 — ) = —cosf
sin(180 — 0) = sinf

cos(90 — ) = sinf
sin(90 —0) = cosd
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Lei dos Cossenos

Num tridngulo AABC designamos respectivamente por «, 3,7 as
amplitudes dos angulos adjacentes aos vértices A, B, C, e por
a, b, c os comprimentos dos lados opostos aos vértices A, B, C.

Teorema Em qualquer tridngulo sdo vdlidas as férmulas:
a>=b>+c?>—2bc cosa
b?=a%*+c?—2ac cosf3
c®2=2a’+b?>—2abcosy
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A Funcao Arco-Cosseno

A restricdo da fung¢do coseno ao intervalo [0, 180],

cos : [0,180] — [—1, 1] é bijectiva.

A sua inversa é a fungdo arccos : [—1,1] — [0, 180].

1
0.5 cos(x)

(0]

-0.5

180

150

120

9

60

30
0

arccos(x)
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Medida dum Angulo

Se a=|BC|, b=|AC| e c=|AB]|,

32+c2—b2>

ZABC) =
m( ) arccos( 7ac
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Geometria Analitica e a Axiomatica de Edwin Moise

Chamemos “ponto”’ a um elemento (x,y) € R? e “recta” a um
subconjunto r C R? tal que r = {(x,y) €R? : ax+ by =c}
para certas constantes a, b, ¢ € R tais que (a, b) # (0,0).
Interpretemos “incidéncia” como a relacido de pertenca, a
“distancia” |AB| entre dois pontos e a “medida dum angulo”
m(£BAC) através das férmulas introduzidas acima.

A & = R? com as interpretacdes acima de ponto, recta, incidéncia,
distancia, e medida do angulo, chamaremos o Modelo da
Geometria Analitica.

Teorema Fixado um sistema de eixos cartesianos, a bijeccdo
®: & — R?, &(P) = (x(P),y(P)), transforma rectas em ‘“rectas”,
preserva distancias, angulos e a relagcdo de incidéncia.

Teorema O Modelo da Geometria Analitica satisfaz a Axiomatica
de Edwin Moise.
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Propriedades da Axiomatica de Edwin Moise

A Axiomatica de Edwin Moise pressupdem os niimeros reais bem
como algum tipo de Teoria de Conjuntos, e como tal ndo é uma
teoria auténoma.

Suponhamos consistente essa Teoria de Conjuntos, contendo os
reais, onde temos estado a desenvolver a Geometria Euclideana via
Axiomatica de Edwin Moise.

Corolario A axiomdtica de Edwin Moise é consistente.
Corolario A axiomdtica de Edwin Moise é categdrica, i.e., admite
um tdnico modelo a menos dum isomorfismo. Mais precisamente,

todo o modelo da axiomatica de Edwin Moise é isomorfo ao
Modelo da Geometria Analitica.
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Lei dos Senos

Teorema Em qualquer tridngulo cada lado € o produto do
didmetro da circunferéncia circunscrita pelo seno do angulo
oposto. Chamando R ao circunraio de AABC, tem-se

a=2Rsina, b=2Rsinf, e c=2R sinvy,

ou ainda

b
2 € _92R.

sinaw  sinf8  sinvy
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Seno da Soma dos Angulos
Corolario Dados o, 5 € R,

sin(a + 3) = sina cos 3+ sin 8 cos v .

Caso a,3>0, a+p3< 180,

() C

a b a b

B A\ A\ A s L/ b
c C

c =acos(3+ bcosa
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Aplicacao Topogréfica 1

Problema Medir a distancia entre um ponto acessivel A e um
ponto inacessivel B.

b sin
c= ny _

b siny
sin3  sin(a+7)

Pedro Duarte
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Aplicacao Topogréfica 2

Problema Medir a distancia entre dois pontos inacessiveis A e B.

a=+vb2+c2—2bc cosa

Pedro Duarte
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Area: Definicdo Informal

A drea duma regido mede o nimero de quadrados com uma
unidade de lado necessarios para cobrir essa regido.

Pedro Duarte
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Poligonos de Forma Convexa

Chama-se poligono a uma unido finita de segmentos de recta
M= PP,U...UP,_1P,U P,P; correspondente a uma sequéncia
circular de vértices Py, Py..., Py, P1,P>... em E. Os segmentos
PPy, ..., P,_1P, e P,P; dizem-se as arestas do poligono.

Pz

Dizemos que um poligono tem forma convexa se para cada sua
aresta os restantes vértices estiverem contidos no mesmo
semiplano limitado pela recta suporte dessa aresta.
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Interior dum Poligono

Seja 1 um poligono de forma convexa.

Chama-se interior de [1 a interseccdo dos semiplanos

int(M =[] S,

aaresta de 1

onde S, designa o semiplano limitado pela recta suporte de a que
contém os vértices de I1 fora da a.
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Triangulacoes de Poligonos
Seja T um poligono de forma convexa.

Chama-se triangulacao de 1 a uma familia finita de tridangulos
{T1,..., Ty} tal que

(1) NUint(N) =Y, T; Uint(T;);

(2) int(T;) Nint(T;) =0, se i # j;

(2) TiNTj =0, um vértice, ou uma aresta, se j # ;.
7
<N\ I
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A funcao Area

Seja P a classe de todos os poligonos de forma convexa.

Teorema Existe uma dnica fungcdo A : P —]0, +ool tal que

(1) A(T)=A(T'), se T, T € P forem tridngulos congruentes;

(2) A(M) =A(T1)+ ...+ A(T,), se M € P admitir a triangulacdo
{T1,.... Ta};

(3) A(R) = ab sempre que R seja um rectdngulo com lados
perpendiculares de comprimentos a e b.
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Existéncia da funcao Area

Lema Dadas duas triangulacdes {T1,..., T} e{T{,..., T},} do
mesmo poligono I de forma convexa,

Area(T1) + ...+ Area(T,) = Area(T]) + ...+ Area(T") .
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Area dum Paralelogramo

Proposicao A drea dum paralelogramo de base b e altura h é
igual a b h.
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Area dum Triangulo

Proposicao A drea dum tridngulo de base b e altura h é igual a
1

s bh.

2
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Outra Demonstracao do Teorema de Pitdgoras
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Equipoléncia de Segmentos Orientados

Chama-se segmento orientado a um par ordenado (A, B) de
pontos A, B € £.

Dois segmentos orientados (A, B) e (C, D) dizem-se equipolentes,
e escreve-se (A, B) ~ (C,D), sse as rectas AB e CD sio
paralelas e ABDC é um paralelogramo, ou entdo se as rectas
coincidem, |AB| = |CD|, e a orientagdo de A para B é a mesma
que de C para D.
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Vectores Livres
A relacdo de equipoléncia é de equivaléncia.

Chama-se vector livre a classe de equipoléncia dum segmento
orientado.

AB={(C,D)e&x¢&:(C,D)~(AB)}.

Dois vectores livres coincidem sse os correspondentes segmentos
orientados sdo equipolentes

AB = CD < (C,D)~ (A, B)
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O Vector Nulo

Vamos designar por V o conjunto de todos os vectores livres no
plano Euclideano.

Chama-se vector nulo ao vector 0 € V determinado pelos
segmentos orientados degenerados (A, A).
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Soma dum Ponto com um Vector Livre

Sejam P € £ e V € V um vector livre.

Chama-se soma de P com V ao (nico ponto P’ = P + V tal que o
vector vV coincide com a classe de equipoléncia do segmento
orientado (P, P’).

Pedro Duarte Geometria



Soma de Vectores Livres

Existe uma (nica operacdo + : V x V — 'V sobre vectores livres tal
que
AB+ BC =AC, VAB,Ce€.

AC = AB + BC

Chama-se simétrico dum vector ¥ = AB € V ao vector —v = BA.
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Propriedades da Soma de Vectores

Proposicdo Dados vectores i, vV,w €V,
(a) d+v=v+u

—

(b) (d —|—_;V) w=u0+(V+w),
(c) v+0=v .
(d) v+ (- ‘7) 0.
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Propriedades da Soma dum Ponto com um Vector

Proposicdao Dados pontos P, Q € &, e vectores i,V € V,
(a) P+0=P;

(b) (P+uo)+vV=P+(ad+V),

(c) Q=P+V & V=PQ.

el

S
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Isometrias

Chama-se isometria a uma transformagao T : € — & tal que
(a) T é bijectiva, i.e., VP € & TP c € tal que P' = T(P);
(b) T preserva distancias, i.e., |T(A)T(B)| = |AB|, VA, B € &.

Proposicao Toda a isometria T : € — & transforma rectas em
rectas preservando a relacdo de ordem, i.e.,
A-B-C < T(A)—T(B)—T(C),VAB,Ce¢&

Uma isometria T : & — & diz-se involutiva < T2 = To T = Id;.
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Translacao

Fixado um vector livre V, chama-se translacdo segundo v, a
aplicagdo T : &€ — & definida por T(P) =P + V.

Proposicao Toda a translacdo é uma isometria.
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Problema

Problema 1 Sejam C1 e Cy duas circunferéncias, ¢ uma recta e d
um ndmero positivo. Encontre uma recta paralela a ¢ que
intersecte C1 e Co em pontos P; € C1 e Py € Gy tais que

|P1P>| = d.
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Reflexao em torno duma Recta
Seja £ uma recta.
Chama-se reflexao em torno de ¢ a transformacdo T : & — &

definida por T(P) =P, se P € ¢, e por T(P) = P’, onde P’ é o
dnico ponto tal que ¢ é a mediatriz de PP/, se P ¢ .

Proposicao Seja T : & — € a reflexdo em torno de £. Entdo T é
uma isometria involutiva.
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Problema

Problema 2 Sejam P, Q € & dois pontos do mesmo lado duma
recta . Encontre O € ¢ tal que a soma das distancias
|PO| + |O0Q)| seja minima.
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Simetria Central

Seja O € € um ponto.

Chama-se simetria em torno de O a transformacdo 7 : & — €
definida por T(O) = O, e por T(P) = P’, onde P’ é o (inico
ponto tal que O é o bissector de PP/, se P # O.

Proposicao Seja T : & — € a reflexdo em torno de £. Entdo T é
uma isometria involutiva.
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Problema

Problema 3 Seja O € Int(£LABC). Encontre uma recta ¢ que
intersecte os lados do dngulo em pontos M € BA e N € BC tais
que O seja o bissector de MN.
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Isometrias que preservam o paralelismo

Sejam AABC e AA'B'C’ dois tridngulos.

Proposicao Supondo que AABC ~ AA'B'C/,
AB || AB' ou AB=A'B,
BC || B'C' ou BC=B'C, e
AC || AC" ou AC = A'C/,
existe T : &€ — & translacdo ou simetria central tal que
T(A)=A, T(B)=B'eT(C)=C".
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Coordenadas dum Vector Livre

Suponhamos fixado um sistema de eixos cartesianos.
Designemos por (x(P), y(P)) as coordenadas dum ponto P € E.

Proposicao Dados A,B,C,D € &, (A,B)~ (C,D) &
(x(B) = x(A), ¥(B) — y(A)) = (x(D) — x(C), y(D) — y(C)).

Definem-se as coordenadas dum vector v = AB como sendo

x(V) = x(B) = x(A) e y(V)=y(B)—-y(A).

y(B) ’

y(A)

I

<

:1:(1:1 ) =(v) w'(B)
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Propriedades das Coordenadas dos Vectores Livres

Fixado um sistema de eixos cartesianos,

Proposicdo dados Pc &, V,ieV

(a) x(P + V) = x(P) + x(V);
(b) y(P+V)=y(P)+x(V),
(c) x(d+ V) = x(d) + x(V);
(d) y(d+ V) =y(d)+y(V),
(e) x(=v) = —x(v),
() y(=v) = —y(v);
(f) x(0) = y(0) = 0.
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Norma dum Vector Livre

Fixado um sistema de eixos cartesianos,

chama-se norma dum vector v € V ao nimero

VIl = /x (V)2 + y(V)? .

Proposicao dados A, B € €, HA?BH = |AB].
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Congruéncias Modulo 360

Sejam 6,0’ € R.

Dizemos que ¢’ é congruente com 6 médulo 360, e escrevemos
0 = 0 (mod360), & TkeZtalquetd —6=2360k.

O conjunto {0+ 360k : k € Z} é chamado a classe de
congruéncia médulo 360 de 6.

Pedro Duarte Geometria



Argumento dum vector livre

Fixado um sistema de eixos cartesianos, sejam &, e & 0s vectores
livres de coordenadas (1,0) e (0, 1), respectivamente.

Proposicao Dado v € V — {0}, existe um nimero 6 € R, dnico a
menos duma congruéncia médulo 360, tal que

V =||V|| cos(f) & + ||V|| sin(f) & .

Chama-se argumento de vV a todos os nlimeros nesta classe de

congruéncia.

|| 7] sin(0) €

[5llcos(6) &
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Angulo orientado entre dois vectores livres
Suponhamos fixado um sistema de eixos cartesianos.

A fungdo argumento arg : V — {0} — R,
arg(v) = { argumentos de v} é uma fun¢do multivoca.

Chama-se angulo orientado entre dois vectores i, v € V — {0} a
medida  Z(u, V) = arg(V) — arg(d) .
Esta medida de angulo orientado estd bem definida porque

(91 + 360 kl) — (92 + 360 k2) = (01 — 92) + 360 (kl — kg) .

<

£(%,%) = arg(¥) — arg()

a
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Aditividade dos angulos orientados
Suponhamos fixado um sistema de eixos cartesianos.

Proposicao Dados vectores ii,v,w € V — {0},
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Rotacao

Fixados um nimero o € R e um ponto O € &, chama-se rotacao
de angulo o e centro O, a aplicacdo T : € — € que fixa o ponto
O e que envia P € & — {O} em P’ tal que Z(OP,0P) =a e
|OP| = |OP’|. Esta sera referida como a rotacdo (O; ).

c

Proposicao Toda a rotacdo é uma isometria.
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Problema

Problema 4 Dados um quadrado Q = ABU BC U CD U DA e um
pontﬂ( num doL%us Elos, inscreva um tridngulo equildtero em
Q= ABUBCU CD U DA com vértice X.

Pedro Duarte Geometria



Caracterizacao das Rotacoes |

Seja T : & — & uma isometria, e usemos a notacdo T(P) = P’

Proposicdao Supondo que existe o tal que A(A_B, A'_B’) =q,
quaisquer que sejam A, B € £, entdo T € uma rotagdo de angulo o
ou uma translagdo, se « = 360 k com k € Z.
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Composicao de Rotacoes e Translacoes

Proposicao A composicdo de duas rotagcdes (O1; ) e (O2;3) € :
(a) uma translacdo, se o + (3 for miltiplo de 360;

(b) uma rotagcdo de amplitude o + 3, caso contrario.

Proposicao A composicdo (por qualquer ordem) de uma rotagcdo
com uma translagcdo é uma rotacdo da mesma amplitude.
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Composicao de Reflexoes

Proposicao A composicdo de duas reflexbes em torno de rectas
distintas ¢1 e {> € :

(a) uma translacdo, se (1 e {y forem paralelas;

(b) uma rotacdo, se {1 e {» forem concorrentes.

=
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Caracterizacao das Rotacoes |l

Sejam AABC e AA'B'C’ dois tridngulos.

Proposicao Supondo que existe a €]0,360[ tal que
/(AB,AB') =« e |AB|=|AB,
Z(BC,B'C')=a e |BC|=|B'C
Z(AC,AC')=a e |AC|=|AC

existe uma rotacdo R : &€ — & de angulo « tal que
R(A)= A, R(B)=B' e R(C)=C.

1
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Propriedades das Isometrias

Num contexto que envolva uma dnica isometria T : € — &£ usa-se
a notag¢do P’ = T(P).

Proposicao Toda a isometria preserva dngulos.
Se T : & — & for uma isometria entdo /ABC ~ /A'B'C’,
quaisquer que sejam A, B, C € & trés pontos ndo colineares.

Proposicao Toda a isometria preserva o paralelismo.

Se T : € — & for uma isometria, e r, s forem rectas paralelas
entjor' = T(r) es’ = T(s) sdo também paralelas.
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Critério de lgualdade para Isometrias

Proposicao Sejam T1, T, : £ — € isometrias. Se existirem trés
pontos ndo colineares A, B, C € £ tais que

Tl(A) = TQ(A), Tl(B) = TQ(B) e Tl(C) = TQ(C),
entdo T, = Ts.
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Isometrias & Pontos Fixos

Proposicao Seja T : &€ — & uma isometria.
(a) Se T tiver trés pontos fixos ndo colineares entdo T = ide.

(b) Se T tiver pelo menos um ponto fixo, entdo T é uma reflexdo
ou uma rotagao.
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Reflexoes Deslizantes

Chama-se reflexao deslizante numa recta ¢ a composicao duma
translagdo segundo um vector (ndo nulo) paralelo a ¢ com uma
reflexdo em torno de ¢ (ndo importa a ordem).

CII
Ao

’C

Proposicao Seja T : & — € uma reflexdo deslizante na recta ¢.
Ent3do T(¢) = ¢ mas T ndo tem pontos fixos, i.e., T(P) # P,
VPek&.
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Composicao de Translacdes com Reflexodes

Proposicao A composicdo duma translacio com uma reflexdo
(ndo importa a ordem) é sempre uma reflexdo deslizante.
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Isometrias que Preservam a Orientacao

Seja T : € — & uma isometria.

Dizemos que T preserva a orientagdo, ou que sinal(7T) = +1, <
/(AB,AC) = /(A'B',AC"), VA,B,C¢€E.

Caso contrério vale Z(AB,AC) = —/(A'B',AC’),

VA B, C € & edizemos que T inverte a orientacao, ou que

sinal(T) = —1.

Proposicao Sejam Ty, T> : € — & isometrias. Entdo
sinal( Ty o Ty) = sinal( T1) sinal( T7).
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Tipos de Isometrias

Proposicao Toda a isometria do plano Euclideano, diferente da
aplicagdo identidade, é:

(a) uma rotagdo ou reflexdo, se tiver pontos fixos;

uma translacdo ou reflexio deslizante, se ndo tiver;

(c) uma rotagdo ou translacdo, se preservar a orientacdo;
) reflexdo ou reflexdo deslizante, se inverter a orientacio;

Corolario Toda a isometria do plano Euclideano é de um dos
seguintes quatro tipos:

(I) Translagdo;

)
(I11) Rotagido;
(IV) Reflexdo deslizante.

Reflex3o;
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Problema

Problema Mostre que a composta (por alguma ordem) das trés
reflex6es nas trés bissectrizes de um tridngulo € a reflexdo na recta

perpendicular a um dos lados que passa pelo incentro do tridngulo.
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Transformacoes de Semelhanca

Chama-se transformacao de semelhanca de razao A >0 a
uma aplicacdo T : &€ — € tal que

(a) T é bijectiva, i.e., VP € & 3P ¢ € tal que P' = T(P);

(b) T expande, ou contrai, distancias pelo factor A, i.e.,
IT(P)T(Q)| = \|PQ|,VP,Qe€.

A
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Propriedades das Transformacdes de Semelhanca

Proposicao Toda a transformagcdo de semelhanga preserva a
colinearidade e os dngulos. Se T : € — & for uma transformacdo
de semelhanca entido ZABC ~ LA'B'C’, quaisquer que sejam
A, B, C € € trés pontos ndo colineares.

Proposicao Toda a transformacdo de semelhanca preserva o
paralelismo de rectas.

Proposicao Toda a transformagdo de semelhanga de razdo \
transforma circunferéncias em circunferéncias, multiplicando o raio
pelo factor .
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Critério de Igualdade para Transformacoes de Semelhanca

Proposicao Sejam Ti, To : € — & transformagdes de semelhanca.
Se existirem trés pontos ndo colineares A, B, C € € tais que

T1(A) = T2(A), Ti(B)=TaB) e Ti(C)= T2(C),
entdo T1 = T».
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Distancias Orientadas

Seja ¢ uma recta orientada, i.e., com um sistema de coordenadas
f: ¢ — R fixado.

Dados A, B € £, chama-se distancia orientada de A para B ao
nimero

AB = f(B) — f(A) .

Proposicdo Fixada uma recta orientada, V P, Q, R € ¥,
(a) PP =0;

(b) PQ=—QP;

(c) PR=PQ+ QR.
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Orientacoes induzidas em rectas paralelas

Sejam /¢, ¢’ C & rectas orientadas paralelas.

Dizemos que as orientacdes de / e /' s3o compativeis sse fixados
A<Bem/! e A < B em/{, o quadrilitero
AB U BB U B’A’ U A’A tiver forma convexa.

Proposicao Fixada a orientacdo de ¢, existe uma dnica orientagdo
na recta paralela !’ compativel com a orientacdo de ¢, que se diz a
orientacao induzida por /.
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Homotetias
Sejam O € £ e A € R —{0}.

Chama-se homotetia de centro O e razao ) a transformacio
T:&— & quefixa O, T(O)= O, e envia cada ponto P € ¢,

P = O, no tnico ponto P’ da recta OP (orientada de O para P)
tal que OP" = \ OP.

S~
o
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Propriedades das Homotetias

Proposicdao Seja T : &€ — & uma homotetia de centro O e razdo

A. Ent3o:

(a) T envia cada recta numa recta paralela, ou na mesma, se ela
passar por O, mantendo a orientacdo da recta se A > 0, e
invertendo-a se A < 0;

(b) T € uma transformagdo de semelhanca de razdo |A|.

Al /
7

Pedro Duarte Geometria



Propriedades das Homotetias

Proposicao Dadas duas circunferéncias C e €' de raiosr e r’
distintos, existem exactamente duas homotetias que transformam
C em €', uma de razdo positiva e outra de razio negativa.

-
p "
-
-

Pedro Duarte Geometria



Problema

Problema Dados trés pontos A, B, C numa circunferéncia C,
construa X € C de modo que BC e AX se intersectem no ponto
médio de AX.
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Caracterizacao das Homotetias

Sejam AABC e AA'B’'C’ dois tridngulos.

Proposicao Supondo que existe A\ € R — {0,1} tal que
AB=AB ouAB | AB', e 45 =),
BC=B'C' ouBC||B'C, e BE =)
AC=AC ouAC || AC, e AL =),

existe uma homotetia H : € — & de razdo ) tal que
H(A)=A, HB)=B" e H(C)="C.
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Composicao de Homotetias

Proposicio A composicdo de homotetias de centros Oy e Oy €

razoes \1 e Ay €&:

(a) uma translacdo, se \1 \p =1 e os centros O1 e Oy forem
distintos, ou a identidade, se A1 Ao =1 e O1 = Oy;

(b) uma homotetia de razdo \1 \» e centro O colinear com O; e
02, se )\1 )\2 75 1.
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Problema

Problema Uma circunferéncia C tem dois pontos de tangéncia P
e Q com duas outras circunferéncias C; e Co (de raios ri # r2).
Mostre que a recta PQ passa pelo centro de uma das homotetias
que transformam C; em Co.
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Caracterizacao das Transformacoes de Semelhanca

Sejam AABC e AA'B’'C’ dois tridngulos.

Proposicao Dois quaisquer tridngulos semelhantes estdo sempre
relacionados por uma tnica transformacdo de semelhanca. Mais
precisamente, se AABC ~ AA'B’'C’ entio existe uma e uma sé
transformagdo de semelhanca T : & — € tal que T(A) = A,
T(B)=B" e T(C)=C".
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Caracterizacao das Transformacoes de Semelhanca

Seja T : € — € uma transformagdo de semelhanca.

Teorema Se T tem razdor >0, r # 1, entdo existem O € € e
R,H : & — & tais que

(a) H é uma homotetia de centro O e razéo r;

(b) R é uma rotagdo de centro O, ou uma reflexdo em torno
duma recta que passa por O;

(c) T=RoH=HoR.

Sejam O’ = O um ponto fixo de T, € uma circunferéncia de centro O,
C'=T(C)e H: & — & uma homotetia de centro O tal que H(C) = €.
Mostre que R = H~ ! o T é uma isometria: uma rotac3o ou uma reflexdo
nas condi¢des da alinea (b).
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Existéncia dum Ponto Fixo

Lema Seja T : € — & uma transformacdo de semelhanca com
razdor >0, r # 1. Entdo T tem pelo menos um ponto fixo.

Prova. Seja0<r <1

Fixado O € £ e O’ = T(O) tome-se R > |109;|.

Sejam € a circunferéncia de centro O e raio R, e
D=CUInt(C)={X e :|XO <R}

Entdo T(D) é um disco com didmetro r R contido em Int(C).
XeD & |[XO<R =

|X"0] < |00'| + | X' 0|
=|00'| +r|X0| < |00'|+rR<R

= T(X) =X e Int(C).
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Existéncia dum Ponto Fixo

Segue que

DOT(D)DT*D)D...o0T(D)D...

7

T*(7)

T"(D) é um disco de didmetro r" (r" — 0 quando n — +00).
Existe um dnico ponto P € (5o T"(D).
Esse ponto satisfaz T(P) = P.

Pedro Duarte Geometria



Multiplicacdo dum Vector por um Escalar

Existe uma dnica operacdo -: R xV — V, de multiplicacdo de
escalares \ € R por vectores livres v € 'V, tal que:

a-0=0 e a-AB= AB’, onde B’ é o (inico ponto da recta AB
(orientada de A para B) tal que as distancias orientadas AB e AB’
satisfazem AB’ = o AB.

AAB

AB
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Propriedades da Multiplicacdo por um Escalar

Proposicao Dados vectores

Pedro Duarte

d,
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v,

vV €V e escalares o, f € R,
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Lineariedade das Transformacdes de Semelhanca

Seja T : € — € uma Transformacdo de Semelhanca.
Dados A, B, ... € € escrevemos A" = T(A), B’ = T(B), etc.

Proposicdo Dadosa c Re A, B €€,

T(P+a-AB)=P +a-AB .
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Transformacao Linear Associada
Seja T : € — € uma Transformacdo de Semelhanca.
Dados A, B, ... € € escrevemos A" = T(A), B’ = T(B), etc.

Corolario T : & — € induz uma aplicagio linear T : V — 'V
definda por T(AB) = A'B’.

Prova.

AB=CD = D=C+AB
- D' =C' + AB
& C'D' = A'B .

Logo T :V — V estd bem definida.
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Matrizes duma Transformacdo de Semelhanca

Fixado um sistema de eixos cartesianos, sejam O a origem dos
eixos, O’ = T(0), e &, & os vectores livres de coordenadas
(1,0) e (0, 1) respectivamente.

Proposicao Dada uma transformacdo de semelhanca T : € — €,
e pontos P, P' € & com coordenadas (x,y) e (x',y’'),
respectivamente, T(P)=P <&

- 815

y' y(0') y(Té) y(T&) y
=
x' x(Té&) x(Té&) x(0) ] [ x
y' | = | v(T&) y(T&) y(0) y
1 0 0 1 1
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Matrizes que Representam uma Transf. de Semelhanca

Dizemos que
My x(Té) x(

&)
y(Té) y(Te)

T
-
x(Té) x(Té&) x(0)

Mr = | y(Té) y(T&) y(O)
0 0 1

s30 as matrizes que representam as transformacdes T : V — V e
T : &€ — &, respectivamente.

Corolario Dadas T, T' : &€ — & transformacées de semelhanca,

Mpior = M Mr e Mypor = My My
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Matriz duma Translacdo segundo um vector v

Seja T a translagdo segundo o vector vV = (vq, v»).

Temos T(é)=(1,0), T(&)=(0,1) e T(O) = (vi,w2).
Logo,
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Matriz duma Rotacdo de angulo # em torno da origem

Seja T a rotagdo de dngulo 6 em torno da origem.

Temos T(O)=(0,0), T(é1)=(cosh,sinf) e
T(&) = (cos(90 + 6),sin(90 + #)) = (—sin #, cos B).
Logo,

cosf —sinf 0

MT: sinf cosf 0
0 0 1
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Matriz duma Reflexao em torno dum eixo pela origem

Seja T a reflexdo em torno dum eixo que passa pela origem,
fazendo um angulo 6 com o semi-eixo positivo das abcissas.

Temos T(0)=(0,0), T(&) = (cos(26),sin(20)) e
T (&) = (cos(20 — 90),sin(26 — 90)) = (sin(26), — cos(260)).
Logo,
cos(20) sin(20) 0
My = | sin(20) —cos(26) 0
0 0 1
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Matriz duma Homotetia de razao r em torno da origem

Seja T a homotetia de razdo r em torno da origem.

Temos T(0)=(0,0), T(é&)=(r,0) e T(&)=(0,r).
Logo,

fir =

O O ~
o~ O
= O O
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Matriz duma Transform. de Semelhanca que fixe a origem

Toda a transformacdo de semelhanga que fixe a origem tem uma
matriz de uma das formas seguintes:

y rcosf —rsind 0 3 rcosf rsinf O
Mr = rsinf rcosf O ou Mr= | rsin@ —rcosf 0
0 0 1 0 0 1
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Problema

Problema Considere uma curva plana € de equagio cartesiana

f(x,y) = 0. Encontre a equag3o cartesiana da curva €' que se

obtem rodando C trinta graus no sentido horario.

flzy) =0

x" | | cos(30) —sin(30) x| §
y" | | sin(30) cos(30) y | l
Logo a equacdo da curva rodada é

f(\ﬁx—yx—l—ﬁ)/)()
2 72 o
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Angulo entre Circunferéncias

Chama-se angulo entre duas circunferéncias C; e G2 ao menor
angulo que as tangentes a C; e G, fazem nos pontos de
interseccao.

C1 e G sdo tangentes < o angulo entre C; e C, é de 0 graus

Duas circunferéncias C; e C, dizem-se ortogonais sse o angulo
entre C; e Gy é de 90 graus.
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Ortogonalidade de Circunferéncias

Sejam €1 e G, duas circunferéncias, com centros O; e O;
e raios ry e .

Proposicao C; e Gy intersectam-se ortogonalmente <

|0102’2 = r12 + r22 .
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Distancias Direccionais de um Ponto a uma Circunferéncia

Seja € uma circunferéncia de centro O e raio r.

Proposicao Sejam P um ponto tal que P ¢ C, e { uma recta por
P, ie., P €/, que corta C nos pontos A e B. Entdo

PA.-PB = |OP> —r*.

“
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Prova (Caso 1)

Caso O€t, P#0

Caso Oc/t, P=0

PA.-PB = 0A-OB = —r?
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Prova (Caso 2)

|PB|  |PQ|
AAQP ~ ARBP e B L
@ < |PR| ” |PA

< |PA| |PB| = |PR| |PQ| .
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Prova (Caso 3)

|PB| _ |PQ|
|PR] — |PA]
& |PA| |PB| = |PR| |PQ| .

AAQP ~ ARBP
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Prova (Caso 4)

PAP+ > =|0OP* < |PAP=|0P]?—r2.
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Poténcia dum Ponto relativa a uma Circunferéncia

Seja € uma circunferéncia de centro O e raio r.

Chama-se poténcia de um ponto P relativamente a € ao ndimero

Pot(P; C) = |OP|* — r?% .

Proposicdao Para todo o ponto P € &,
1. Pot(P;€) >0 <« P e Ext(C),
2. Pot(P;C)=0 < PecC;

3. Pot(P;C) <0 <« P e lInt(C).
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Ortogonalidade de Circunferéncias

Sejam €1 e @ circunferéncias de centros O; e O, e raios r1 e .

Proposicao S3o equivalentes:
1. Cp L Gy
2. Pot(01; Cr) = r12,'
3. Pot(0y; C1) = r22.
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Distancias Direccionais de um Ponto a uma Circunferéncia

Seja € uma circunferéncia de centro O e raio r.

Proposicao Sejam P um ponto tal que P ¢ C, e { uma recta por
P, ie., P €/, que corta C nos pontos A e B. Entdo

PA - PB = Pot(P; C) .

“

Pedro Duarte Geometria



Inversao numa Circunferéncia

Seja € uma circunferéncia de centro O e raio r.

Chama-se inversao em torno de €, ou de polo O, a
transformagdo T : € — {O} — €& — {O} que a cada ponto P # O
associa o tnico ponto P’ € OP tal que

OP-OP' =r*.

Proposicao A inversdo T em torno de C satisfaz:
1. T(C)=¢;
2. T(Int(C) — {O}) = Ext(C),
3. T(Ext(€)) =Int(C) — {O}.
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Construcdo do Inverso (1)

s S~

~ -

Input: C circunferéncia (centro O e raio r), e P € Ext(C).
(P1) Trace a circunferéncia €’ de didmetro OP;

(P2) Marque os pontos de interseccdo A e B de €' com C;
(P3) Encontre o ponto de interseccdo P’ de AB com OP.

Output: O ponto P'.
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Construcdo do Inverso (1)

- ~

~~~~~

Input: C circunferéncia (centro O e raio r), e P € Int(C) — {O}.
(P1) Trace a perpendicular £ a OP por P;

(P2) Marque os pontos de intersecgdo A e B de ¢ com C;

(P3) Trace a circunferéncia €’ pelos pontos Ae B e O;

(P4) Encontre o ponto de intersecgdo P’ # O de €' com OP.
Output: O ponto P'.
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Eixo Radical de duas Circunferéncias

Sejam C; e €, duas circunferéncias, com centros distintos O; e
0,, respectivamente

Chama-se eixo radical de duas circunferéncias ao conjunto dos
pontos do plano equipontentes de C; e Gy,

[C1,C] ={P €& : Pot(P;C1) = Pot(P;C2) } .

Proposicao [C1,Cy] € uma recta ortogonal 3 recta O10,.
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Localizagdo do Eixo rel. as Circunferéncias (I)

Sejam €1 e G, duas circunferéncias ndo concéntricas.

Proposicao Se C; e Gy se intersectarem em dois pontos A e B,
entdo [C1, Ca] = AB. Se C;1 e Cy se intersectarem num tinico
ponto A = B, entdo [C1, C2] € a tangente comum nesse ponto.

[%1,%3)

N
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Localizagdo do Eixo rel. as Circunferéncias (II)

Sejam €1 e G, duas circunferéncias ndo concéntricas.

Proposicdo Se C; e Gy forem disjuntas ent3o o eixo radical
[C1, C2] € exterior a ambas.

N

(61, %3]
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Circunferéncia ortogonal a uma dada

Sejam € uma circunferéncia de centro O e raio r.

Proposicdo Dado O’ € € — (CU {O}), existe uma dnica
circunferéncia C' de centro O' que € ortogonal a C.
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Circunferéncias ortogonais a um par

Sejam C1 e G, duas circunferéncias ndo concéntricas.

Proposicao O lugar geométrico dos centros das circunferéncias
ortogonais a C1 e Cy € a interseccdo do eixo radical [C1, C2] com
Ext(C1) ( ou com Ext(C2) ).

[%1,%3]
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Concorréncia dos Eixos de trés Circunferéncias

Sejam €1, Gy e C3 trés circunferéncias.

Proposicao Se os centros de C1, C e C3 forem ndo colineares
entdo os trés eixos radicais [C1, Cy], [C2, C3] e [C1, C3] sdo
concorrentes.

[‘62 i (63]
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Existéncia duma circunferéncia ortogonal a trés

Sejam €1, Gy e C3 trés circunferéncias.

Corolario Se os centros de C1, Gy e C3 forem ndo colineares entdo
existe uma tnica circunferéncia simultineamente ortogonal a C1,

6’2 e 63.
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Imagens de Rectas e Circunferéncias

Seja T : &€ —{O} — & —{O} uma inversio de polo O.

A imagem por T de uma recta nem sempre é uma recta.
A imagem por T de uma circunferéncia nem sempre é uma
circunferéncia. No entanto,

Teorema A inversdo T transforma toda a recta, e toda a
circunferéncia, numa recta ou numa circunferéncia.
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Imagem duma recta que passe por O

Seja T:E&—{0O} = &— {0} uma inversio de polo O.

Proposicao A imagem duma recta que passe por O é ela prdpria.

Mais precisamente, T(¢{ —{O}) = ¢ — {0}, para toda a recta ¢ tal
que O € /L.
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Imagem duma circunferéncia que passe por O
Seja T : & — {0} — & — {0} uma inversdo em torno de C.

Proposicdo A imagem duma circunferéncia D que passe por O é
uma recta ortogonal a recta que une os centros de C e D. Mais
precisamente, sendo O o centro de D, Pe 00 o ponto de D
diametralmente oposto a O, P' = T(P), e { a recta perpendicular
a 00 por P!, entdo, T(D —{0}) =¢.
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Imagem duma recta que nao passe por O

Seja T : & — {0} — & — {0} uma inversdo em torno de C.

Proposicio A imagem duma recta { que ndo passe por O é uma
circunferéncia que passa por O, com centro na perpendicular a £
pelo ponto O. Mais precisamente, sendo ¢ uma recta tal que

O ¢ ¢, P o pé da perpendicular de O sobre ¢, P’ =

T(P),eD a

circunferéncia de didmetro OP’, entdo, T({) =D — {O}.

Te~~

-
-
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Imagem duma circunferéncia que n3o passe por O

Seja T : & — {0} — € — {0} uma inversdo em torno da
circunferéncia € de centro O e raio r.

Proposicao A imagem duma circunferéncia D que ndo passe por
O ¢é uma circunferéncia que ndo passa por O. Mais precisamente,
se p = Pot(0; D) entdo a imagem D' = T(D) coincide com a
imagem de D pela homotetia de centro O e razio r?/p.

p
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Circunferéncias Invariantes por Inversao

Seja T : & — {0} — & — {0} uma inversdo em torno da

circunferéncia C.

Corolario As dnicas circunferéncias invariantes, i.e., tais que
D = T(D), sdo as circunferéncias ortogonais a C.

_____
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Circunferéncia Ortogonal por dois Pontos

Seja € uma circunferéncia de centro O.

Proposicao Dados dois pontos P, Q ¢ C, ndo existe mais do que
uma circunferéncia € tal que

(a) € L¢

(b) P,QeC.

Além disso, uma tal circunferéncia existe sse P, Q, O ndo forem

colineares.

-----

~
pRTL O
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Tangentes a uma Circunferéncia e sua Imagem
Seja T : € —{O} — & — {0} uma inversio de polo O.

Teorema Sejam D e D’ circunferéncias inversas uma da outra
pela inversdo T. Dado P € D, a tangente a D' no ponto

P’ = T(P) € a imagem da tangente a D no ponto P pela reflexdo
em torno da mediatriz do segmento PP'. Quando P = P’
considera-se a perpendicular a OP no ponto P em vez da
mediatriz.
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As Inversoes Preservam Tangéncias

Seja T: & — {0} — & — {0} uma inversdo de polo O.

Proposicao A inversio preserva a relagido de tangéncia.
Mais precisamente, dadas A e B, rectas ou circunferéncias, A e B
sdo tangentes em P < T(A) e T(B) sdo tangentes em T(P).
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O Plano Inversivo

Define-se o plano inversivo como & = & U {oc}.

Dada uma inversdo T : £ — {O} — & — {O} de polo O
convecionamos escrever

T(O)=c0 e

T(0)=0.

A invers3o induz uma involugdo no plano inversivo T : € — &

Pedro Duarte

Geometria



Tangente a um Arco de Circunferéncia num ponto

N
Seja AB o arco obtido por interseccdo da circunferéncia € com o
semiplano H limitado pela recta secante AB.

s
Chama-se semirecta tangente a AB no ponto A a (nica
semirecta h C AB com origem A tal que h — {A} C H.

ra

Qualquer semirecta AB serd considerada tangente a si mesmo na
extremidade origem A.
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Angulos entre Arcos e Semirectas

Vamos usar o termo “arco”’ como sinénimo de arco de
circunferéncia, semirecta, ou segmento de recta.

Sejam 1 e 7> dois arcos com extremidade comum A € €.
Chama-se angulo entre os arcos no ponto A a amplitude

Za(v1,72) = m(£L(h1, h2)) ,

onde h; e hy designam, respectivamente, as semirectas tangentes
aos arcos y1 € y2 no ponto A.

Quando hy = hy, definimos que Za(v1,72) = 0. Se hy e hy forem
semirectas opostas, definimos Za(7y1,72) = 180.
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Angulo entre Semirectas no oo

Sejam hy e hy duas semirectas.

Chama-se angulo entre h; e hy no infinito ao dngulo ndo

orientado
Loo(h1, ho) = Z(v1, ),

formado pelos vectores v e Vs, respectivamente paralelos a h; e
h>, mas com sentidos opostos a estas semirectas.
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As Inversoes preservam Angulos

Teorema As inversdes preservam angulos. Mais precisamente,
se y1 € 2 sdo arcos com a extremidade comum A € &, entdo

Za(V1,7) = Za(y1:72)

onde vy = T(711), 75 = T(72) e AL = T(A).

Y2 /
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O Modelo de Poincaré

Seja Cp uma circunferéncia de centro Og e raio rp,
fixada de uma vez por todas.

O disco H = Int(Cp) serd chamado de “plano” hiperbdlico.
Os elementos de H serdo chamados “pontos”.

Chama-se “recta” a interseccdo de H com :
uma recta Euclideana que passe pela origem Op; ou
uma circunferéncia que intersecte Cy ortogonalmente.
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O Axioma das Paralelas

Proposicio O modelo de Poincaré H nio satisfaz o Axioma das
Paralelas, i.e., o axioma A12.
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Axiomas Al, A2 e A3

Proposicao O modelo de Poincaré H satisfaz os axiomas Al, A2
e A3.

Pedro Duarte Geometria



“Reflexdes” de FH (1)

Sejam £ uma recta passando por Op, e
51, S, os semiplanos limitados por £.

Proposicao A reflexdo R : € — £ em torno de { satisfaz:
RN =HNL RHNS)=HNS e RIHNS)=HNS;.
Em particular, R(3() = 3.

Os conjuntos $1 NH e 5o NH dizem-se os “semiplanos”
limitados pela “recta” ¢N 3.
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“Reflexdes” de F (I1)

Seja € uma circunferéncia de centro O ortogonal a Cy.

Proposicao A inversdo | em torno de C satisfaz:
I(HNInt(C)) = HNExt(C), (HNExt(C)) =HNInt(C)
e (HNEC)=HNCEC. Em particular, |(H) = K.

Os conjuntos Int(€C) N H e Ext(C) N H dizem-se os “semiplanos”
limitados pela “recta” €N .
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“Reflexdes” de HH

Vamos chamar de “reflexao” a uma transformacdo 7 : H — H
obtida por restricdo a H de uma:
reflexdo Euclideana em torno de uma recta ¢ por Op; ou
inversdo em torno de uma circunferéncia € ortogonal a Cp.

Proposicao Toda a ‘reflexdo” transforma “rectas” em ‘“rectas”.
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As “Reflexdes” actuam transitivamente em H

Proposicdo Dados dois “pontos” P, Q € H, existe pelo menos
uma ‘reflexdo” T : H — H tal que T(P) = Q.
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A distancia em H

Sejam P e Q “pontos’ em H, e A, B as extremidades em Cy da
“recta” definida por P e Q.

Define-se distancia de P a Q por

PA| |QB
0.0) = os g1 [os )|
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A Razao Dupla

Sejam A, B, P e Q pontos tais que {A, B} N {P,Q} = 0.

Chama-se razao dupla dos pares de pontos (A, B) e (P, Q) a
quantidade

|PA |@B|
A, B; P, — .
A-B:P. Q1= 155 oA
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As inversoes preservam a Razao Dupla

Sejam A, B, P e Q pontos tais que {A,B} N{P,Q} = 0.

Proposicao Toda a inversio preserva a razdo dupla.
Mais precisamente, se T for uma inversao,
[T(A), T(B); T(P), T(Q)] =I[AB;P,Q].

Corolario Toda a “reflexdo” é uma isometria.
Mais precisamente, se T : H — H for uma “reflexdo”,
d(T(P), T(Q))=d(P,Q), VP,Q €.
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Propriedades da Razao Dupla

Sejam A, B, P e Q pontos tais que {A, B} N {P,Q} = 0.

Proposicao A razdo dupla satisfaz as seguintes propriedades:
(a) [B,A; P, Q] =[AB;P,Q]L;

(b) [A,B; Q,P] =[A,B; P,Q] %,

(c) [A,B;P,P] =1,

(d)

Supondo que P, Q sdo interiores a um “arco” de
extremidades A e B,

[AB;P.Ql=1 < P=Q.
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Axiomas A4 e A5

Proposicao O modelo de Poincaré H satisfaz os axiomas A4 e
A5.

Proposicdo Seja £ uma “recta” que passa pela origem Oy de H, e
sejam A e B as extremidades de { em Cy. Entdo f : { — R,

definida por f(P) = log (%), é um sistema de coordenadas.
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“Segmentos de recta” de

Proposicio Os ‘“segmentos” de “recta” e as “semirectas” de H
sdo de dois tipos:
(1) segmentos de rectas colineares com QOp;

(2) arcos de circunferéncias ortogonais a Cg.

Nos “segmentos” ambas as extremidades do “arco” estdo em X,
em Cp.

enquanto nas ‘semirectas” uma extremidade estd em J{ e a outra
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Axioma A6

Proposicdao O modelo de Poincaré H satisfaz o axioma AB.

''segmento"’
impossivel
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Axiomas A7 e A8

Proposicio O modelo de Poincaré H satisfaz os axiomas A7 e
A8.
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Circunferéncia Ortogonal Tangente a uma Recta Dada

Seja € a circunferéncia de centro O e raio r.

Proposicao Dada uma recta ¢ tal que O ¢ ¢, e um ponto A € ¢,
existe uma unica circunferéncia ‘D tangente a £ no ponto A que é
ortogonal a C.
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Axiomas A9 e A10

Proposicao O modelo de Poincaré H satisfaz os axiomas A9 e
A10.
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Axioma All

Proposicao O modelo de Poincaré H satisfaz o axioma All.

1 Cl

C
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“Reflexoes” & Congruéncia

Proposicao Seja R: H — H uma “reflexdo”. Dados trés
“pontos” ndo colineares A, B, C € H, entdo

AABC ~ AA'B'C

onde A = R(A), B'=R(B) e C' = R(C).

H
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Axioma All

Proposicao O modelo de Poincaré H satisfaz o axioma All.

1
Cl
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A Geometria Hiperbdlica

Chama-se Geometria Hiperbdlica Abstracta a teoria baseada
nos axiomas A1-All, e na negacdo do axioma Al12.

Suponhamos consistente a Teoria de Conjuntos, contendo os
Reais, onde temos estado a desenvolver a Geometria Euclideana
via Axiomatica de Edwin Moise.

Teorema A Geometria Hiperbdlica Abstracta é uma teoria
consistente.

Prova. O modelo de Poincaré H satisfaz todos os axiomas da
Geometria Hiperbdlica Abstracta. O
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A Soma dos /f\ngulos dum Tridngulo

No contexto da Geometria Hiperbdlica Abstracta prova-se

Teorema A soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo é
menor que 180.
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Alguns Teoremas de Geometria Hiperbdlica Abstracta

No contexto da Geometria Hiperbdlica Abstracta,

Coroldrio Dada uma recta ¢ e um ponto P ¢ {, hd pelo menos
duas rectas paralelas a ¢ que passam pelo ponto P.

Corolario A soma dos angulos internos de qualquer quadrildtero
de forma convexa é menor que 360.

Corolario (Critério de Congruéncia AAA)
Sejam AABC e ADEF dois tridngulos tais que /A ~ /D,
/4B~ /E e/C~/F. Entio AABC ~ ADEF.
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