
GRUPOS DE LIE

1. Introdução

O conceito de grupo aparece pela primeira vez naquela que é hoje conhecida como
a teoria de Galois, em honra do matemático francês Évariste Galois (1811-1832). Esta
teoria versa sobre a resolubilidade de equações algébricas. Galois forneceu uma carac-
terização da resolubilidade por radicais duma equação polinomial em termos do grupo
de simetria dessa equação.

Ainda no século XIX o matemático norueguês Sophus Lie (1842-1899) começou a
estudar grupos cont́ınuos, ou grupos de transformações, como simetrias de equações
diferenciais. O seu objectivo era desenvolver para as equações diferenciais uma teoria
análoga à teoria de Galois das equações algébricas. O nome do conceito abstracto
’Grupo de Lie’ homenageia o trabalho sobre os grupos cont́ınuos de Sophus Lie.

2. Transformações e Campos Vectoriais

Seja M uma variedade diferenciável (de classe C∞). O termo transformação será
aqui usado como sinónimo de difeomorfismo. Consideremos os espaços

C∞(M) = { f : M → R : f é suave C∞ },
Dif∞(M) = { f : M →M : f é um difeomorfismo C∞ },

X∞(M) = {X : X é um campo vectorial suave tangente a M }.

O primeiro destes espaços, C∞(M), é uma álgebra comutativa relativamente à multi-
plicação de funções, que claramente tem dimensão infinita. O segundo, Dif∞(M), é um
grupo e pode ser visto como uma variedade de dimensão infinita, não uma variedade de
Banach mas uma variedade de Frechet1. De qualquer modo não iremos fazer uso desta
estrutura de variedade nesta disciplina. O terceiro espaço, X∞(M), será uma álgebra
de Lie em sentido a definir em baixo. Um campo vectorial tangente a M é uma secção
do fibrado tangente TM , ou seja uma função suave que a cada ponto p ∈M associa um
vector X(p) ∈ TpM . Podemos pensar numa famı́lia de difeomorfismos fλ ∈ Dif∞(M)
como uma curva na variedade Dif∞(M). Supondo que fλ(p) = f(λ, p) é uma função

1Uma variedade de Banach, resp. Frechet, é uma variedade modelada num espaço de Banach, resp.
Frechet, no sentido em que é localmente difeomorfa a um destes espaços.
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de classe C∞ nas duas variáveis (λ, p) e que f0 = id então X(p) = dfλ
dλ

(p)|λ=0 define

um campo tangente a M . Neste sentido dizemos que o campo X = dfλ
dλ
|λ=0 é um

’vector’ tangente à curva parametrizada fλ no ’ponto’ f0 = id, pelo que é natural
fazer a identificação X∞(M) = TidDif∞(M). Dado um difeomorfismo f ∈ Dif∞(M)
chama-se campo tangente a M ao longo de f a uma função suave p 7→ X(p) que
a cada ponto p ∈ M associa um vector X(p) ∈ Tf(p)M , o que corresponde a pedir
que X seja uma secção suave do fibrado pull-back f ∗TM . Com esta definição temos
que em geral dfλ

dλ
é um campo tangente a M ao longo de fλ. Logo, designando por

X∞f (M) o espaço dos campos suaves tangentes a M ao longo de f , podemos identificar
X∞f (M) = TfDif∞(M). Observemos que dado X ∈ X∞(M), o campo Y (p) = DfpX(p)
é tangente a M ao longo de f , i.e., Y ∈ X∞f (M), e reciprocamente, dado Y ∈ X∞f (M),

o campo X(p) = (Dfp)
−1Y (p) é tangente a M , i.e., X ∈ X∞(M).

Sem pretender usar qualquer forma de cálculo diferencial em dimensão infinita iremos
várias vezes referir derivadas de funções definidas entre variedades de dimensão infinita
num sentido formal que passamos a explicar. Consideremos uma função F : M → N

entre duas variedades M e N, e.g., X∞(M), Dif∞(M) ou L(X∞(M)), este último
representa a álgebra dos endomorfismos lineares do espaço X∞(M). Se para cada
função suave λ 7→ fλ ∈M, interpretada como uma curva em M, valer a igualdade

d

dλ
[F (fλ)] = Bfλ

(
dfλ
dλ

)
diremos que F tem derivada formal DFf u = Bf (u). É claro que, pela forma como
está definida, esta derivada formal coincide com a derivada usual quando restringimos
F a uma subvariedade de dimensão finita F ⊂M.

Fixado um campo X ∈ X∞(M), nas álgebras de funções e campos vectoriais definem-
se os seguintes operadores de derivação:
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(1) Derivada de Lie: DX : C∞(M)→ C∞(M) definida por (DXf)(p) := Dfp(X(p)).

É habitual escrever-se LXf ou X(f) para designar esta derivada.
(2) Derivada Afim: DX : X∞(M)→ X∞(M) definida por (DXY )(p) := DYp(X(p)).

Para definir esta derivada é necessário considerar em M uma conexão afim. Se
a variedade M estiver mergulhada num espaço ambiente Euclideano, por ex-
emplo Rn, pode-se definir a derivada direccional DYp(X(p)). O problema é
que este vector está em Rn mas em geral não está em TpM . Considerando em
M a conexão afim (de Levi-Civitá) associada à métrica Riemanniana induzida
em M pela estrutura Euclideana ambiente, a derivada (DXY )(p) corresponde à
projecção ortogonal do vector DYp(X(p)) sobre TpM . Para o leitor não famil-
iarizado com o conceito de conexão afim da Geometria Diferencial sugerimos
que considere M = Rn.

(3) Derivada de Lie: LX : X∞(M)→ X∞(M) definida por
(LXY )(p) := DYp(X(p)) − DXp(Y (p)) = DXY (p) − DYX(p). O facto de se
chamar a este operador derivada de Lie será justificado adiante. Esta derivada
está bem definida quando M = Rn ou então se fixarmos em M uma conexão
afim que nos permita usar as derivadas afins DXY e DYX. Neste segundo
caso prova-se que a derivada de Lie é independente da conexão escolhida. Um
método alternativo, mais directo, consiste em definir a derivada de Lie LXY
em coordenadas, para depois mostrar que ela é independente do sistema de
coordenadas usado. Esta independência segue duma fórmula de invariância da
derivada de Lie dum campo de vectores que será assinalada adiante.

3. A Álgebra de Lie dos Campos Vectoriais

Chama-se parêntesis de Lie à seguinte operação sobre campos vectoriais

[·, ·] : X∞(M)× X∞(M)→ X∞(M) , [X, Y ] := LYX .

Proposição 1. Quaisquer que sejam X, Y, Z ∈ X∞(M), λ ∈ R, o parêntesis de Lie
satisfaz as propriedades:

(1) É bilinear, [X + Y, Z] = [X,Z] + [Y, Z], [λX,Z] = λ [X,Z], etc,

(2) É anti-simétrico, [X, Y ] = −[Y,X],
(3) Identidade de Jacobi: [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

Prova. Exerćıcio tu

Chama-se álgebra de Lie a um espaço vectorial real ou complexo A munido dum
produto [·, ·] : A × A → A que satisfaça as propriedades (1), (2), (3) da proposição 1.
Mais precisamente, A deve ser uma álgebra não associativa sobre um dos corpos R ou
C tal que quaisquer que sejam x, y, z ∈ A,
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(1) [x, x] = 0;
(2) [[x, y], z] + [[z, x], y] + [[y, z], x] = 0.

Um subconjunto B ⊆ A diz-se uma subálgebra de A se for um subespaço vectorial de
A tal que [B,B] = { [x, y] : x, y ∈ B } ⊆ B.

Exemplo 1. Pela proposição 1, X∞(M) é uma álgebra de Lie.

Dado um espaço vectorial E real ou complexo, designamos por L(E) a álgebra dos
operadores lineares em E.

Exemplo 2. L(E) é uma álgebra de Lie com o produto [A,B] = A ◦B−B ◦A. L(E)
é uma subálgebra de X∞(E) porque quaisquer A,B ∈ L(E) são campos lineares em E
tais que DBA = A ◦B.

Dada uma álgebra de Lie A, chama-se derivação em A a um endomorfismo D ∈ L(A)
tal que quaisquer que sejam x, y ∈ A, D[x, y] = [Dx, y] + [x,Dy]. Designa-se por
Der(A) o espaço de todas as derivações em A.

Proposição 2. Para qualquer álgebra de Lie A, Der(A) é uma subálgebra de L(A).

Prova. Exerćıcio. tu

Dadas duas álgebras de Lie A e B chama-se homomorfismo de A em B a qualquer
aplicação linear L : A → B tal que L([x, y]) = [L(x), L(y)], quaisquer que sejam
x, y ∈ A.

Proposição 3. Seja A uma álgebra não associativa com uma multiplicação anti-
simétrica. Definindo a aplicação linear L : A→ L(A), Lx(y) := [y, x], são equivalentes
as propriedades:

(1) A identidade de Jacobi é válida em A,
(2) Para todo o x ∈ A, Lx : A→ A é uma derivação,
(3) A aplicação L : A→ L(A) é um homomorfismo de álgebras de Lie.

Prova. Exerćıcio. tu

Verificaremos adiante que a derivada de Lie LX é em certo sentido uma derivada,
o que em particular implicará que é uma derivação em X∞(M). Da proposição 3
segue então que a aplicação L : X∞(M) → Der(X∞(M)) é um homomorfismo de
álgebras de Lie, que se diz a representação adjunta da álgebra X∞(M) e é denotada por
ad : X∞(M)→ Der(X∞(M)). Esta proposição também nos dá uma prova alternativa
de que X∞(M) é de facto uma álgebra de Lie.
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4. Representação Adjunta do Grupo de Difeomorfismos

Dado um difeomorfismo f : M → N de classe C∞ define-se o operador push-forward
f∗ : X∞(M)→ X∞(N) por (f∗X)(p) := Dff−1(p)X(f−1(p)).

Proposição 4. A operação pushforward Dif∞(M) × X∞(M) → X∞(M), (f,X) 7→
f∗X, satisfaz as propriedades:

(1) id∗X = X,
(2) f∗(g∗X) = (f ◦ g)∗X
(3) f∗(X + Y ) = f∗X + f∗Y ,
(4) f∗(λX) = λ f∗X,
(5) f∗[X, Y ] = [f∗X, f∗Y ],

quaisquer que sejam f, g ∈ Dif∞(M), X, Y ∈ X∞(M) e λ ∈ R.

Prova. Vamos apenas provar a propriedade (5), no caso em que M = Rn. Sejam

X̃(p) := (f∗X)(p) = Dff−1(p)X(f−1(p)) e Ỹ (p) := (f∗Y )(p) = Dff−1(p)Y (f−1(p)).
Consideremos a aplicação bilinear av : L(Rn) × Rn → Rn, av(A, v) = A(v). Como

X̃(p) = av
(
Dff−1(p), X(f−1(p))

)
, pela regra de Leibnitz,

DX̃p(v) = av
(
D(Df)f−1(p) ◦Df−1

p (v), X(f−1(p))
)

+ av
(
Dff−1(p), DXp(Df

−1
p (v))

)
= D2ff−1(p)

(
Df−1

p (v), X(f−1(p))
)

+Dff−1(p)(DXp(Df
−1
p (v)))

o que implica

DeY X̃(p) = D2ff−1(p)

(
Y (f−1(p)), X(f−1(p))

)
+Dff−1(p)(DYX(f−1(p))) .

Analogamente

D eX Ỹ (p) = D2ff−1(p)

(
X(f−1(p)), Y (f−1(p))

)
+Dff−1(p)(DXY (f−1(p))) .



6 GRUPOS DE LIE

Logo, porque Df 2
f−1(p) : Rn × Rn → Rn é uma aplicação bilinear simétrica,

[f∗X, f∗Y ](p) = [X̃, Ỹ ](p) = DeY X̃(p)−D eX Ỹ (p)

= Dff−1(p)(DYX(f−1(p)))−Dff−1(p)(DXY (f−1(p)))

= Dff−1(p)([X, Y ](f−1(p))) = (f∗[X, Y ])(p) .

No caso geral em que M é uma variedade, a propriedade de invariância (5) reduz-se
em coordenadas locais à propriedade que acabámos de verificar. tu

Interpretando f como uma mudança de coordenadas, a propriedade de invariância
(5) garante a consistência duma definição em coordenadas locais do parêntesis de Lie
[·, ·] : X∞(M)× X∞(M)→ X∞(M).

Chama-se acção dum grupo G num espaço M a uma aplicação m : G ×M → M ,
m(g, p) = g · p satisfazendo:

(1) 1 · p = p,
(2) g · (h · p) = (g h) · p,

quaisquer que sejam g, h ∈ G, p ∈M , em que 1 denota o elemento neutro do grupo G.
Designando por S(M) o grupo das bijecções de M em M , a acção m : G ×M → M
determina um homomorfismo de grupos ρ : G→ S(M) definido por ρ(g) p = g · p, que
se diz uma representação de G em M . Estes dois conceitos, de acção e de representação
são equivalentes entre si.

Se E for um espaço linear real ou complexo, dizemos que uma acção de G em E é
linear sse para todo o g ∈ G, a aplicação ρ(g) : E → E, v 7→ g · v, for linear. Neste
caso ρ : G→ Aut(E) é um homomorfismo sobre o grupo dos automorfismos do espaço
linear E. Um tal homomorfismo diz-se uma representação linear de G em E. De novo,
o conceito de acção linear de G em E equivale ao de representação linear de G em E.

À luz destes conceitos as propriedades (1) e (2) da proposição 4 dizem-nos que
a operação de push-forward Dif∞(M) × X∞(M) → X∞(M) é uma acção do grupo
Dif∞(M) no espaço X∞(M). As propriedades (3) e (4) garantem que esta acção é li-
near. Finalmente, a propriedade de invariância (5) diz-nos que para cada f ∈ Dif∞(M)
a acção f∗ : X∞(M) → X∞(M) é um automorfismo da álgebra de Lie X∞(M). Esta
acção determina uma representação linear de Dif∞(M) no espaço X∞(M), que se diz a
representação adjunta do grupo Dif∞(M) e denota por Ad : Dif∞(M)→ Aut(X∞(M)),
Ad(f)X = f∗X.
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5. A Aplicação Exponencial

Chama-se fluxo completo emM a uma aplicação suave φ : R×M →M (t, p) 7→ φt(p)
que satisfaça, quaisquer que sejam t, s ∈ R,

(1) φ0 = idM ,
(2) φt+s = φt ◦ φs.

Dizemos que um campo X ∈ X∞(M) é um gerador infinitesimal do fluxo φt quando
d
dt
φt(p) = X ◦ φt(p) quaisquer que sejam p ∈ M , t ∈ R. Da teoria das equações

diferenciais ordinárias, sendo M uma variedade compacta, cada campo X ∈ X∞(M)
determina um fluxo completo que será aqui denotado por φtX . Em geral, quando M não
é compacta, o campo X determina um fluxo incompleto em que as transformações φt

não são difeomorfismos globais. Para M = Rn, o subespaço X∞b (Rn) dos campos vec-
toriais X ∈ X∞(M) com todas as derivada de ordem ≥ 1 limitadas, é uma subálgebra
de X∞(M) cujos campos sempre geram fluxos completos. A propriedade (2) (lei de
grupo) do fluxo φtX traduz o facto deste fluxo estar associado a uma equação autónoma
ẋ = X(x).

Proposição 5. Dados X, Y ∈ X∞(M), d
dt

(Y ◦ φtX) = (DXY ) ◦ φtX .

Prova.
d

dt
(Y ◦ φtX)(p) = DYφtX(p)

d

dt
φtX(p) = DYφtX(p)X(φtX(p)) = (DXY ) ◦ φtX(p)

tu

Corolário 1. Dados X, Y ∈ X∞(M), n ∈ N, dn

dtn
(Y ◦ φtX) = ((DX)n Y ) ◦ φtX .

Corolário 2. Dado X ∈ X∞(M), o desenvolvimento de Taylor de φtX em t = 0 é

(1) φtX ∼ id+ tX +
t2

2
DXX + . . . = id+

∞∑
n=1

tn

n!
(DX)n−1X .

Se M for uma variedade compacta anaĺıtica e X ∈ Xω(M) for um campo anaĺıtico
a série acima é convergente com raio de convergência infinito. Vale a igualdade φtX =

id + tX + t2

2
DXX + . . .. O mesmo vale para campos anaĺıticos em Xω

b (Rn). Em
particular para campos lineares L(Rn) ⊆ Xω

b (Rn). Neste último caso tem-se

φtX =
∞∑
n=0

tn

n!
Xn = etX .

Define-se a aplicação exponencial exp : X∞(M) → Dif∞(M) pondo exp(X) =
φ1
X . Analogamente, para M = Rn podemos definir exp : X∞b (Rn) → Dif∞(Rn) por
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exp(X) = φ1
X . Iremos usar a notação exponencial exp(tX) = etX para denotar o

fluxo φtX do campo X. Porque etX representa o fluxo gerado pelo campo X valem as
seguintes propriedades.

Proposição 6. Dado X ∈ X∞(M), quaisquer que sejam t, s ∈ R,

(1) e0X = id,
(2) e(t+s)X = etX ◦ esX ,
(3) d

dt
etX = X ◦ etX = D(etX)X.

Prova. Para a segunda igualdade de (3) calcule d
ds

(etX ◦ esX)s=0. tu

O fluxo etX dum campo de vectores X ∈ X∞(M) é uma curva especial no grupo
variedade Dif∞(M). Definindo f : R→ Dif∞(M), ft = etX , f é um homomorfismo de

grupos, e como tal f0 = id. É habitual enfatizar este facto referindo ft = etX como um
grupo a um parâmetro de difeomorfismos. O campo X é o ’vector’ tangente X = dft

dt
|t=0

à curva ft no instante t = 0.

A proposição seguinte justifica o uso do nome derivada de Lie segundo o campo Y
para o operador LY (X) = [X, Y ].

Proposição 7. Dados X, Y ∈ X∞(M),

[X, Y ] =
d

dt

(
(etY )∗X

)
t=0

= lim
t→0

(etY )∗X −X
t

.

Prova. Consideramos apenas o caso em que M = Rn ao qual se reduz, passando a
coordenadas locais, o caso geral onde M é uma variedade. Usando a bilinearidade da
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aplicação avaliação temos

d

dt

(
(etX)∗Y

)
t=0

(p) =
d

dt

(
D(etX)e−tXpY (e−tXp)

)
t=0

=
d

dt

(
D(etX)e−tXp

)
t=0

Y (p) +
d

dt

(
Y (e−tXp)

)
t=0

Para calcular a primeira parcela define-se ξ : R×Rn → L(Rn) pondo ξ(t, p) = D(etX)p.

Temos ξ(0, p) = I, ∂ξ
∂x

(0, p) = 0, ∂ξ
∂t

(0, p) = DXp e

d

dt

(
D(etX)e−tXp

)
t=0

=
d

dt
ξ(t, e−tXp)t=0

=
∂ξ

∂t
(0, p) +

∂ξ

∂x
(0, p)︸ ︷︷ ︸
=0

(−X(p)) = DXp .(2)

Logo
d

dt

(
D(etX)e−tXp

)
t=0

Y (p) = (DYX)(p) .

Por outro lado

(3)
d

dt

(
Y (e−tXp)

)
t=0

= DYp

(
d

dt
e−tXp

)
t=0

= DYp(−X(p)) = −(DXY )(p) .

Somando (2) e (3) obtemos

d

dt

(
(etY )∗X

)
t=0

= (DYX)(p)− (DXY )(p) = [X, Y ](p) .

tu

Notamos que a derivada de Lie do campo X segundo Y difere da derivada de X ao
longo do fluxo etY de Y , que é simplesmente a derivada afim.

lim
t→0

(DetY )pX(p)−X(p)

t
= lim

t→0

X(etY p)−X(p)

t
=

d

dt

{
X(etY p)

}
t=0

= (DYX)(p) .

Pelo contrário, na definição da derivada de Lie do campo X segundo Y empurramos X
pelo fluxo etY , para obter a famı́lia de campos (etY )∗X em X∞(M) e definimos depois
LYX = d

dt

{
(etY )∗X

}
t=0

.

Observação 1. A fórmula da proposição anterior pode ser interpretada como a ex-
pressão da derivada da representação Ad : Dif∞(M) → Aut(X∞(M)) no elemento
neutro do grupo Dif∞(M),

DAdid(X)(Y ) = [X, Y ] .
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Corolário 3. Para cada Y ∈ X∞(M), LY : X∞(M) → X∞(M) é uma derivação da
álgebra de Lie X∞(M).

Prova. Regra de leibnitz. tu

Proposição 8. Dados X, Y ∈ X∞(M),

d

dt

{
(etY )∗X

}
= (etY )∗[X, Y ] = [(etY )∗X, Y ] .

Prova. Calculando a derivada d
ds

[·]s=0 da função (e(t+s)Y )∗X = (etY )∗(e
sY )∗X obte-

mos d
dt

{
(etY )∗X

}
derivando o lado esquerdo, e (etY )∗[X, Y ] se derivarmos o lado

direito. A segunda igualdade resulta de se ter (etY )∗Y = Y , o que segue facilmente de
etY ser o fluxo do campo Y . tu

Exerćıcio 1. Dados f ∈ Dif∞(M), X, Y ∈ X∞(M), mostre que

(1) [X, Y ] = 0 ⇔ etX ◦ esY = esY ◦ etX , ∀t, s ∈ R,
(2) f∗X = X ⇔ etX ◦ f = f ◦ etX , ∀t ∈ R.

Corolário 4. Dados X, Y ∈ X∞(M),

dn

dtn
{

(etY )∗X
}

= [[ · · · [[(etY )∗X, Y ], Y ], · · · ], Y ] = ad(Y )n
(
(etY )∗X

)
.

Prova. Basta iterar a fórmula de derivação da proposição anterior. tu

Proposição 9. Dados f ∈ Dif∞(M) e X ∈ X∞(M),

Ad(f)X =
d

dt

(
f ◦ etX ◦ f−1

)
|t=0 ,

eAd(f)X = f ◦ eX ◦ f−1 .

Prova. Por definição, Ad(f)X = f∗X. A regra da cadeia permite mostrar que o
membro esquerdo na primeira igualdade também é igual a f∗X = (Dff−1)X ◦ f−1.
Para mostrar que etAd(f)X = f ◦ etX ◦ f−1 para todo t ∈ R, observemos que ambos os
lados representam fluxos em M . A igualdade dos fluxos segue dos respectivos geradores
infinitésimais serem iguais.

d

dt

(
etAd(f)X

)
|t=0 = Ad(f)X =

d

dt

(
f ◦ etX ◦ f−1

)
|t=0 .

tu
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Dadas duas acções dum grupo G sobre espaços M e M ′, dizemos que uma aplicação
h : M →M ′ é G-equivariante sse h(g p) = g h(p), quaisquer que sejam g ∈ G, p ∈M .
Pela proposição anterior

Observação 2. A aplicação exp : X∞(M)→ Dif∞(M) é Dif∞(M)-equivariante para
a acção interior em Dif∞(M) , ∗ : Dif∞(M)×Dif∞(M)→ Dif∞(M), f∗g := f◦g◦f−1.

Proposição 10. Dados X, Y ∈ X∞(M) vale o seguinte desenvolvimento assimptótico

Ad(etY )X ∼ etad(Y )X (t→ 0) ,

onde a exponencial no lado direito representa a série formal
∑∞

n=0
tn

n!
ad(Y )nX.

Prova. Consideremos a função ϕ(t) = Ad(etY )X = (etY )∗X com valores em X∞(M).
Pelo corolário acima ϕ(n)(0) = ad(Y )nX. Logo ϕ(t) admite em t = 0 o desenvolvimento
de Taylor

(etY )∗X = ϕ(t) ∼
∞∑
n=0

tn

n!
ad(Y )nX = etadYX .

tu

Vamos agora discutir algumas condições em que vale a igualdade

(4) Ad(etY )X = etad(Y )X .

Comecemos por observar que tanto o lado esquerdo como o direito satisfazem leis de
grupos. Por exemplo, Ad(e(t+s)Y ) = Ad(e(tY )Ad(esY ) porque Ad é um homomorfismo
de grupos. O problema da convergência da série etad(Y ) =

∑∞
n=0

tn

n!
ad(Y )n provém de

X∞(M) ser uma álgebra de dimensão infinita sem uma estrutura natural de espaço
de Banach. Este problema pode ser contornado quando existe uma subálgebra de
Lie de dimensão finita g ⊂ X∞(M) que contenha os campos X e Y . Neste caso, por
restrição, podemos considerar que a álgebra de dimensão finita L(g) contém o operador
ad(Y ), e que o grupo de automorfismos Aut(g), com dimensão finita, contém Ad(etY ).
Isto resolve o problema da convergência da série da exponencial etad(Y ) em L(g). A
igualdade vale porque Ad(etY ) e etad(Y ) são soluções do mesmo problema de valor inicial

Φ′(t) = ad(Y ) ◦ Φ(t), Φ(0) = I ,

na álgebra de dimensão finita L(g). Um caso particular em que estas considerações
se aplicam é o da subálgebra de Lie L(E) ⊂ X∞(E) dos campos lineares num espaço
vectorial de dimensão finita E. Mais geralmente, pode se provar que vale a igualdade (4)
quando M é uma variedade anaĺıtica compacta e X, Y ∈ Xω(M) são campos anaĺıticos,
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ou ainda quando M = Rn e X, Y ∈ Xω
b (Rn) são campos anaĺıticos com derivadas de

ordem ≥ 1 limitadas.

6. Derivada da Aplicação Exponencial

Consideremos a função inteira (anaĺıtica) η : C→ C definida por

η(z) =

∫ 1

0

e−tz dt .

Esta função pode igualmente ser definida por

1− e−z

z
=
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)!
zn ,

tendo esta série raio de convergência infinito. Copiando a expressão usada na definição
de η podemos definir uma transformação não linear η : X∞(M)→ L(X∞(M)) por

η(X)Y =

∫ 1

0

(e−tX)∗Y dt .

Proposição 11. Dados X, Y ∈ X∞(M),

D expX(Y ) = (DeX)η(X)Y .

Mais precisamente, dada uma famı́lia suave Xs(p) = X(s, p) de campos vectoriais
Xs ∈ X∞(M) vale a igualdade

d

ds

[
eXsp

]
= (DeXs)p

{
η(Xs)

dX

ds

}
(p) .

Prova. Definimos a seguinte famı́lia a dois parâmetros de campos em X∞(M)

V (t, s)(p) = V (t, s, p) :=
(
DetXs

)−1

p

d

ds

[
etXsp

]
.

Iremos mostrar que

(5)
∂V

∂t
= (e−tXs)∗

∂X

∂s
.

Como V (0, s, p) = 0 resulta então que

V (1, s) =

∫ 1

0

∂V

∂t
dt =

∫ 1

0

(e−tXs)∗
∂X

∂s
dt = η(Xs)

∂X

∂s
.
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Logo
d

ds

[
eXsp

]
= (DeXs)pV (1, s)(p) = (DeXs)p

{
η(Xs)

∂X

∂s

}
(p) .

Para provar (5) consideramos apenas o caso em que M = Rn ao qual se reduz, passando
a coordenadas locais, o caso geral onde M é uma variedade. Porque etX é o fluxo gerado
pelo campo X temos

d

dt

(
DetX

)
=
(
DetX

)
◦DX = (DX)etX ◦

(
DetX

)
.

Por outro lado, usando a fórmula de derivação para funções matriciais

d

dt
A−1 = −A−1

(
d

dt
A

)
A−1

obtemos que
d

dt

(
DetX

)−1
= −DX ◦

(
DetX

)−1
.

Logo

∂V

∂t
(t, s) =

d

dt

(
DetXs

)−1 d

ds

[
etXs

]
+
(
DetXs

)−1 d

ds

d

dt

[
etXs

]
= −(DXs)

(
DetXs

)−1 d

ds

[
eXs
]

+
(
DetXs

)−1 d

ds

[
Xs ◦ etXs

]
= −(DXs)

(
DetXs

)−1 d

ds

[
eXs
]

+
(
DetXs

)−1
(DXs)etXs

d

ds

[
etXs

]︸ ︷︷ ︸
=0

+

+
(
DetXs

)−1 dX

ds
etXs = (e−tXs)∗

dX

ds
.

tu

Teorema 1 (Teoria Espectral). Sejam E um espaço vectorial real ou complexo de
dimensão finita e A ∈ L(E) um endomorfismo linear de E com espectro (valores
próprios) λ1, . . . , λn ∈ C. Seja ϕ(z) uma função holomórfica definida como soma
da série de potências ϕ(z) =

∑∞
n=0 an(z − z0)

n no disco |z − z0| < R. Supondo que
‖A− z0I‖ < R então

(1) A série
∑∞

n=0 an (A− z0 I)n converge absolutamente,
(2) Os valores próprios de A satisfazem |λi − z0| < R, para cada i = 1, . . . , n,
(3) Definindo ϕ(A) =

∑∞
n=0 an (A− z0 I)n este endomorfismo tem exactamente os

valores próprios ϕ(λ1), . . . , ϕ(λn),
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(4) As matrizes A e ϕ(A) têm os mesmos espaços próprios, i.e., Nuc [A− λI] =
Nuc [ϕ(A)− ϕ(λ)I], qualquer que seja λ ∈ C.

Prova. Por hipótese a série complexa
∑∞

n=0 an(z − z0)
n tem raio de convergência

≥ R. Suponhamos que ‖A− z0I‖ < R. O item (1) resulta das desigualdades
∞∑
n=0

‖an (A− z0I)n‖ ≤
∞∑
n=0

|an| ‖A− z0I‖n ≤
∞∑
n=0

|an| Rn <∞ .

Se |λ− z0| ≥ R então λ não é valor próprio de A porque o endomorfismo

A− λI = (A− z0I)− (λ− z0)I = (z0 − λ) [I − (λ− z0)
−1(A− z0I)︸ ︷︷ ︸
‖·‖<1

]

é invert́ıvel. Logo todo o espectro de A está contido no disco |z − z0| < R, o que prova
(2). Finalmente, se λ ∈ C é um valor próprio de A existe um vector no complexificado
2 v ∈ EC tal que Av = λv. Logo (A− z0I)nv = (λ− z0)

nv, o que implica

ϕ(A) v =
∞∑
n=0

an (A− z0 I)n v

=
∞∑
n=0

an (λ− z0)
n v = ϕ(λ) v ,

ou seja que ϕ(λ) é um valor próprio de A. tu

Pelo teorema anterior podemos definir η(A) =
∑∞

n=0
(−1)n

(n+1)!
An para qualquer endo-

morfismo A ∈ L(E) num espaço E de dimensão finita.
Suponhamos agora que g ⊂ X∞(M) é uma subálgebra de Lie com dimensão finita.

Dado um campo X ∈ g, por restrição adX induz um endomorfismo em L(g), pelo que
η(adX) está definido em L(g). Por definição de η e usando (4) temos, quaisquer que
sejam X, Y ∈ g

η(X)Y =

∫ 1

0

Ad(e−tX)Y dt =

∫ 1

0

e−t adXY dt = η(adX)Y .

Neste contexto podemos reformular a proposição 11: quaisquer que sejam X, Y ∈ g,

(6) D expX(Y ) = (DeX) η(adX)Y .

2Se E é um espaço real, EC = E ⊕ i E denota o complexificado de E. Quando E for complexo
consideramos EC = E.
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7. Injectividade e Sobrejectividade Local da Exponencial

A aplicação exponencial exp : X∞(M) → Dif∞(M) não é um difeomorfismo local
porque não é localmente sobrejectiva. Por exemplo

Proposição 12. Se M for uma superf́ıcie munida duma forma de área ω existem
transformações f ∈ Dif∞(M) próximas da identidade, que preservam área, i.e., f ∗ω =
ω, e que não correspondem ao tempo-1 do fluxo de nenhum campo X ∈ X∞(M).

Diz-se que um campo tem divergência zero quando for nula a sua derivada de Lie, i.e.,
LXω := d

dt

(
(etX)∗ω

)
t=0

= 0. Porque M tem dimensão 2, os campos com divergência
nula são precisamente os campos Hamiltonianos para a estrutura simpléctica ω. Se
X tem divergência zero então d

dt

(
(etX)∗ω

)
= 0 para todo t ∈ R, o que implica que

(etX)∗ω = ω, e portanto que ft = etX é uma transformação que preserva a forma de
área ω. Reciprocamente, também é válido que se f = eX preserva a forma de área ω
então o campo X tem divergência zero. Observemos que o espaço das 2-formas lineares
em cada plano TpM tem dimensão 1. Logo, existe uma função suave α : R×M → R
tal que (etX)∗ω = α(t, ·)ω para todo t ∈ R. A qualidade de grupo a um parâmetro
da isotopia etX traduz-se em α(0, ·) = 1 e α(t+ s, ·) = α(t, ·)α(s, ·), quaisquer que
sejam t, s ∈ R. Logo existe uma função λ ∈ C∞(M) tal que α(t, ·) = etλ. Assumindo
agora que f = eX preserva ω temos eλ = α(1, ·) é constante igual a 1, e portanto que
λ é a função nula. Segue que (etX)∗ω = ω para todo t ∈ R, o que, por derivação,
implica que X tenha divergência nula. Toda a singularidade X(p) = 0 do campo X
corresponde a um ponto fixo f(p) = p da transformação f = eX . A singularidade p
de X diz-se uma sela quando DXp : TpM → TpM tiver dois valores próprios reais, um
positivo e outro negativo. Isto corresponde à derivada Dfp : TpM → TpM no ponto
fixo f(p) = p ter dois valores próprios reais positivos, um > 1 e outro < 1. A toda a sela
p = f(p) do difeomorfismo f estão associadas duas curvas, chamadas respectivamente
variedade estável e variedade instável de p, formadas pelos pontos que por iteração da
transformação f tendem assintóticamente a p, respectivamente para tempos futuros e
tempos passados. Estas variedades são caracterizadas por

W s(p) = {x ∈M : lim
n→+∞

fn(x) = p } ,

W u(p) = {x ∈M : lim
n→+∞

f−n(x) = p } .

No caso dum campo X as definições das variedades estável e instável são

W s(p) = {x ∈M : lim
t→+∞

etX(x) = p, } ,

W u(p) = {x ∈M : lim
t→+∞

e−tX(x) = p } .
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Os pontos na intersecção W s(p) ∩W u(p) − {p} dizem-se pontos homocĺınicos. Para
campos vectoriais X ∈ X∞(M) esta intersecção é formada por uma ou duas órbitas
(curvas) bi-assintóticas à sela p, a que é costume chamar conexões homocĺınicas. Já para
um difeomorfismo f ∈ Dif∞(M) as intersecções emW s(p)∩W u(p)−{p} são tipicamente
transversais, o que acarreta uma enorme complexidade da dinâmica, percebida pela
primeira vez há mais de cem anos por H. Poincaré. Logo, nenhum difeomorfismo
f ∈ Dif∞(M) em que W s(p) ∩W u(p) − {p} contenha intersecções transversais pode
ser da forma f = eX . A figura em baixo à esquerda representa o retrato de fases local
dum campo Hamiltoniano X ∈ X∞(M) numa superf́ıcie M .

Tomando ε > 0 pequeno, o campo Yε := εX e a transformação gε := eYε têm o
mesmo retrato de fases local que X. Se agora fε ∈ Dif∞(M) for uma pequena mas
t́ıpica perturbação de gε teremos fε perto da identidade com um retrato de fases como
o da figura em cima à direita, em que a sela p de fε admite pontos homocĺınicos
transversais. Logo fε está próximo da identidade mas não é exponencial de nenhum
campo em X∞(M).

Apesar de não ser sobrejectiva a exponencial, toda a isotopia suave ft ∈ Dif∞(M)
com f0 = id é tangente com ordem de contacto infinita à subvariedade exp [X∞(M)].
Este facto traduz uma espécie de sobrejectividade a um ńıvel formal.

Proposição 13. Dada uma isotopia suave ft ∈ Dif∞(M) com f0 = id existe uma
famı́lia suave de campos vectoriais Xt ∈ X∞(M) tal que etXt tem o mesmo jacto
infinito em t = 0 que a famı́lia ft.

Prova. Vamos fazer a prova no caso M = Rn. O caso geral reduz-se a este tomando
um atlas finito e uma partição da unidade subordinada aos domı́nios dos sistemas de
coordenadas nesse atlas. Para cada n ∈ N seja Fn = dnft

dtn
|t=0, de modo que vale o

desenvolvimento assintótico em t = 0

ft ∼
∞∑
n=0

tn

n!
Fn .
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Consideremos um campo de vectores formal representado através da seguinte série
formal

Xt ∼
∞∑
n=0

tn

n!
Xn

nas incógnitas X0, X1, · · · , Xn, · · · cujos valores serão determinados em X∞(M). Seja
esXt o desenvolvimento formal em s = 0 do fluxo do campo Xt determinado em (1).
Fazendo t = s podemos calcular o desenvolvimento de Taylor em t = 0,

etXt ∼
∞∑
n=0

tn

n!
Yn ,

onde cada coeficiente Yn representa um campo de vectores em X∞(Rn), que pode ser
explicitamente representado em função das incógnitas Xi,

Yn = Yn(X0, · · · , Xn−1) .

Vamos mostrar que o sistema de equações lineares

(7) Yn(X0, X1, · · · , Xn−1) = Fn , n = 0, 1, · · ·
tem uma solução única (X0, X1, · · · ) ∈ X∞(Rn)N. A existência e unicidade de solução
em X∞(Rn)N resulta de cada Yn depender de Xn−1 da seguinte maneira invert́ıvel:

Yn(X0, X1, · · · , Xn−1) = nXn−1 + Zn(X0, X1, · · · , Xn−2)

o que mostra que a sequência de incógnitas pode ser determinada recursivamente a
partir do sistema de equações (7). Substituindo X por Xt =

∑∞
r=0

tr

r!
Xr em (1)

obtemos

etXt ∼ id+
∞∑
n=1

tn

(n− 1)!
Xn−1 +

+
∞∑
k=2

∞∑
r1=0

· · ·
∞∑
rk=0

tr1+···+rk+k

r1! · · · rk! k!
DXr1

· · ·DXrk−1
Xrk

= id+
∞∑
n=1

tn

n!
(nXn−1 + Zn) =

∞∑
n=0

tn

n!
Yn

onde Y0 = id, Yn = nXn−1 + Zn e

Zn =
n∑
k=2

∑
r1+···+rk=n−k

n!

r1! · · · rk! k!
DXr1

· · ·DXrk−1
Xrk

depende somente de X0, X1, · · · , Xn−2. Determinados os campos incógnitos Xn temos
o problema da convergência da série

∑∞
n=0

tn

n!
Xn. Para contorná-lo tome-se, para cada
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∈ N, uma função suave βn : R→ R tal que βn(t) = 1 se t ∈
(
− 1
n
, 1
n

)
e βn(t) = 0 quando

t /∈
(
− 2
n
, 2
n

)
. Definimos então Xt como soma da série

Xt =
∞∑
n=0

tn

n!
βn(t)Xn

Para t = 0 toda a parcela desta série é nula, excepto a primeira, e por isso a sua soma
é X0. Por outro lado em cada vizinhança de t 6= 0 que não contenha a origem 0 esta
série tem apenas um número finito de termos não nulos. Logo Xt é uma soma finita
de campos em X∞(Rn). É claro que esta famı́lia é suave e admite o desenvolvimento
de Taylor em t = 0,

Xt ∼
∞∑
n=0

tn

n!
Xn .

Logo, por construção

etXt ∼
∞∑
n=0

tn

n!
Yn =

∞∑
n=0

tn

n!
Fn ∼ ft ,

o que prova a proposição. tu

Sejam Difk(M) o grupo dos difeomorfismos f : M → M de classe Ck, e Xk(M)
o espaço dos campos de vectores de classe Ck tangentes a M , que é um espaço de
Banach3. O grupo Difk(M) tem uma estrutura de variedade de Banach modelada em
Xk(M)4. A operação de composição em Difk(M) é cont́ınua, mas não diferenciável.

3Para definir a norma ‖·‖Ck em Xk(M) toma-se uma cobertura finita {Ki}i de M em regiões
compactas, cada uma delas dentro do domı́nio Ui ⊆M dum certo sistema de coordenadas φi : Ui → Rn

de M . A norma é então definida por

‖X‖Ck = max
i

max
0≤n≤k

max{ ‖Dn(φi)∗X(x)‖ : x ∈ Ki } .

Embora esta norma dependa das escolhas dos compactos Ki e dos sistemas de coordenadas φi, é
posśıvel demonstrar que qualquer outra escolha produz uma norma equivalente a esta.

4Define-se um atlas para a variedade Difk(M) do seguinte modo: Fixada uma estrutura Rieman-
niana em TM , seja exp : TM → M a correspondente aplicação exponencial. Considere-se então
Φ : Ck(M,M) × Xk(M) → Ck(M,M) definida por Φ(f,X) = Φf (X) = exp(f,X ◦ f). Para cada
f ∈ Difk(M), Φf : Xk(M) → Ck(M,M) é uma função de classe C1 tal que Φf (0) = f e
D(Φf )0X = X ◦f . Designando por Xk

r (M) = {X ∈ Xk
r (M) : ‖X‖Ck < r } a bola de centro na origem

e raio r > 0, para cada f ∈ Difk(M) existe um número r(f) > 0 tal que Φf

(
Xk

r(f)(M)
)
⊆ Difk(M) e

D(Φf )X é injectiva para todo X ∈ Xk
r(f)(M). A famı́lia de parametrizações Φf : Xk

r(f)(M)→ Difk(M)

determina um atlas para uma estrutura de variedade de classe C1 sobre o conjunto Difk(M).
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Assim, Difk(M) é um grupo topológico mas não um grupo de Lie. O espaço Xk(M) não
é álgebra de Lie porque o parêntesis de Lie de dois campos de classe Ck é um campo
de classe Ck−1. Por outro lado, a aplicação exponencial exp : Xk(M) → Difk(M)

está bem definida porque é obtida por integração. É cont́ınua mas não é de classe
C1. A derivada formal calculada na proposição 11 dá-nos explicitamente as derivadas
direccionais, mas estas não determinem uma derivada total. O problema é que para
cada Y ∈ Xk(M) a função X 7→ η(X)Y transforma campos de classe Ck em campos
de classe Ck−1, pelo que D expX : Xk(M) → TeXDifk(M) não está bem definida. No
entanto, a restrição exp : Xk+1(M)→ Difk(M) já é uma aplicação de classe C1 porque
η : Xk+1(M) → L(Xk(M)), X 7→ η(X), define uma função cont́ınua com valores
na álgebra de Banach dos operadores lineares cont́ınuos em Xk(M). Como D exp0 é
a aplicação identidade segue que a exponencial é localmente injectiva, com derivada
injectiva, numa vizinhança do campo nulo em Xk+1(M). Em particular obtemos

Proposição 14. Dada uma variedade compacta M existe um número r > 0 tal que se
X, Y ∈ X1(M) com eX = eY e ‖X‖C1 , ‖Y ‖C1 < r então X = Y .

8. Relação entre as operações da Álgebra e do Grupo

Uma consequência importante de (6) é o facto da multiplicação do grupo ficar local-
mente determinada pelas operações da álgebra de Lie X∞(M).

Proposição 15. Seja g ⊂ X∞(M) uma subálgebra de Lie com dimensão finita. Dados
campos X1, . . . , Xk ∈ g, seja Z(t) ∈ X∞(M) uma famı́lia suave de campos tal que
Z(0) = 0 e para todo o t, eZ(t) = etX1 etX2 · · · etXk com ‖adZ(t)‖ < log 2. Então
Z(t) ∈ g para todo t.

Prova. Um cálculo simples mostra que(
DeZ(t)

)−1 d

dt

[
eZ(t)

]
=
(
DetX1 · · · etXk

)−1 d

dt

[
etX1 · · · etXk

]
=

k∑
i=1

(
etXi · · · etXk

)
∗Xi

=
k∑
i=1

Ad(etXi) · · · Ad(etXk)Xi

=
k∑
i=1

etadXi · · · etadXk Xi ∈ g



20 GRUPOS DE LIE

porque cada exponencial etadXi induz um automorfismo de g. Por outro lado, de (6)
resulta que

η(adZ(t))
dZ

dt
=
(
DeZ(t)

)−1 d

dt

[
eZ(t)

]
∈ g .

Vejamos em seguida que o endomorfismo adZ(t) preserva g para todo o t. Temos
eZ(t) = etX1 etX2 · · · etXk pelo que

eadZ(t) = Ad(eZ(t)) = Ad(etX1) · · · Ad(etXk) = etadX1 · · · etadXk

e pelo teorema espectral, adZ(t) = log
(
etadX1 · · · etadXk

)
∈ L(g). Para ver que este

logaritmo está bem definido basta observar que log z =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n
(z−1)n é anaĺıtica

no disco |z − 1| < 1 e que
∥∥eadZ(t) − I

∥∥ ≤ e‖adZ(t)‖ − 1 < 1. Como a função 1/η(z) =
z/(1− e−z) é anaĺıtica no disco |z| < 2π, pelo teorema espectral η(adZ(t))−1 ∈ L(g).
Logo dZ

dt
∈ g para todo o t, e como Z(0) = 0, por primitivação vem que Z(t) ∈ g para

todo o t. tu

Da prova acima resulta:

Proposição 16. Dada uma subálgebra de Lie g ⊂ X∞(M) com dimensão finita, fixados
um inteiro k ∈ N e uma norma ‖·‖ em g, existe r > 0 tal que quaisquer que sejam
X1, . . . , Xk ∈ g com ‖Xi‖ < r para cada i = 1, . . . , k, existe um único campo Z =
C(X1, . . . , Xk) ∈ g próximo de 0 tal que eZ = eX1 eX2 · · · eXk . O campo Z é dado por

(8) Z =

∫ 1

0

η
(

log
(
etadX1 · · · etadXk

) )−1

(
k∑
i=1

etadXi · · · etadXk Xi

)
dt .

Prova. Comecemos por supor que está definida uma famı́lia de campos Z(t) ∈ g tal
que Z(0) = 0 e para todo t, eZ(t) = etX1 · · · etXk . Vimos na demonstração acima que

dZ

dt
= η(adZ(t))−1

(
DeZ(t)

)−1 d

dt

[
eZ(t)

]
= η

(
log
(
etadX1 · · · etadXk

) )−1

(
k∑
i=1

etadXi · · · etadXk Xi

)
,

onde esta última expressão estará bem definida desde que para certo ε > 0 suficiente-
mente pequeno se tenha ‖adXi‖ < ε, para i = 1, . . . , k. A expressão

η
(

log
(
etadX1 · · · etadXk

) )
define um endomorfismo em L(g), que está bem definido porque para todo 0 ≤ t ≤ 1,∥∥etadX1 · · · etadXk − I

∥∥ < 1, e é invert́ıvel uma vez que
∥∥log

(
etadX1 · · · etadXk

)∥∥ < 2π,
para todo 0 ≤ t ≤ 1. Integrando de 0 e 1 a igualdade anterior obtemos (8), pois
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Z(0) = 0. A unicidade local de Z ∈ g tal que eZ = eX1 · · · eXk segue da proposição 14.
A existência da curva suave Z(t) ∈ g nas condições acima descritas resulta da restrição
da exponencial a uma vizinhança da origem em g ser um difeomorfismo local sobre o
grupo gerado pelos difeomorfismos eX com X ∈ g, facto que será provado adiante no
teorema 3. tu

Como as funções η e log em (8) são anaĺıticas, usando os respectivos desenvolvimentos
de Taylor, podemos transformar esta fórmula num desenvolvimento para C(X1, . . . , Xk)
como soma duma série de potências em g nas variáveis X1, . . . , Xk. No caso k = 2,
isto conduz-nos ao seguinte resultado devido a Dynkin mas habitualmente conhecido
como a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff, cujos trabalhos, na mesma direcção,
precedem o de Dynkin

Teorema 2. Dada uma subálgebra de Lie g ⊂ X∞(M) com dimensão finita, fixada
uma norma ‖·‖ em g, existe r > 0 tal que quaisquer que sejam X, Y ∈ g com ‖X‖ < r
e ‖Y ‖ < r, existe um único campo Z = C(X, Y ) ∈ g próximo de 0 tal que eZ = eX eY .
Este campo é soma da seguinte série convergente

C(X, Y ) =
∞∑
k=1

(−1)k−1

k

∑ 1

(i1 + j1) + · · ·+ (ik + jk)

[X(i1)Y (j1) · · ·X(ik)Y (jk)]

i1!j1! · · · ik!jk!

efectuada sobre os multi-́ındices (i1, j1, . . . , ik, jk) ∈ N2k tais que is + js ≥ 1 para todo
s = 1, . . . , k. O termo

[X(i1)Y (j1) · · ·X(ik)Y (jk)] = [[X, [X · · · [X︸ ︷︷ ︸
i1

, Y, [Y · · · [Y︸ ︷︷ ︸
j1

, · · · , X, [X · · · [X︸ ︷︷ ︸
ik

, Y, [Y · · · [Y, Y ]︸ ︷︷ ︸
jk

· · · ]]

anula-se sempre que jk ≥ 1 ou jk = 1 e ik ≥ 2.

Os primeiros termos da série de Dynkin são

(9) C(X, Y ) = X + Y +
1

2
[X, Y ] + · · ·

9. Grupos de Difeomorfismos

Dado um subgrupo G ⊆ Dif∞(M) dizemos que um campo X ∈ X∞(M) é tangente
a G quando existe uma função suave f : R × M → M tal que para todo o t ∈ R
ft = f(t, ·) ∈ G, f0 = id e dft

dt
|t=0 = X. A famı́lia ft diz-se uma isotopia suave em G.

Definimos TidG como o espaço dos campos de vectores tangentes a G. Vamos chamar
dimensão de G à dimensão do espaço linear TidG.
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Proposição 17. Dado um grupo de difeomorfismos G ⊆ Dif∞(M) com dimensão
finita, TidG é uma subálgebra de Lie de X∞(M).

Prova. Sejam ft e gt duas isotopias suaves em G tais que f0 = g0 = id, dft
dt
|t=0 = X

e dgt
dt
|t=0 = Y .

(1) X + Y ∈ TidG porque d
dt

(ft gt)|t=0 = X + Y .

(2) λX ∈ TidG porque d
dt
fλt|t=0 = λX, qualquer que seja λ ∈ R.

(3) [X, Y ] ∈ TidG. Dados t, s ∈ R, ft ◦ gs ◦ (ft)
−1 ∈ G, pelo que (ft)∗Y =

d
ds

(ft ◦ gs ◦ (ft)
−1) |s=0 ∈ TidG. Como já vimos que TidG é um espaço vectorial, e

este espaço tem dimensão finita, segue então que [X, Y ] = d
dt

(ft)∗Y |t=0 ∈ TidG.

tu

Dado um grupo G ⊆ Dif∞(M) e difeomorfismos g, h ∈ Dif∞(M) tais que g ∈ G ◦ h,
dizemos que um campo X ∈ X∞g (M) é tangente à classe G◦h em g quando existe uma

isotopia suave ft em G ◦ h tal que f0 = g e dft
dt
|t=0 = X. Definimos Tg(G ◦ h) como o

espaço dos campos tangentes à classe G ◦ h em g.

Proposição 18. Dado um subgrupo G ⊆ Dif∞(M) e difeomorfismos g, h ∈ Dif∞(M)
tais que g ∈ G ◦ h, Tg(G ◦ h) = (TidG) ◦ g = {X ◦ g : X ∈ TidG }.

Prova. Definindo Rg : Dif∞(M) → Dif∞(M), Rg(f) = f ◦ g, porque G é um
grupo Rg é um difeomorfismo tal que RgG = G ◦ g = G ◦ h, para todo g ∈ G ◦ h.
O difeomorfismo inverso é (Rg)

−1 = Rg−1 . Logo, (DRg)id : TidG → Tg(G ◦ h) é um
isomorfismo tal que (DRg)idTidG = Tg(G◦h). O resultado segue de se ter (DRg)idX =
X ◦ g, para todo X ∈ X∞(M) = TidDif∞(M). tu

Teorema 3. Dado um grupo de difeomorfismos G ⊆ Dif∞(M) com dimensão finita,
exp(TidG) ⊆ G. Além disso, G é uma subvariedade de classe C1 imersa na variedade
de Banach Dif1(M), e a aplicação exp : TidG → G é um difeomorfismo local numa
vizinhança de 0 tal que D exp0X = X para todo X ∈ TidG.

Para cada g ∈ Dif∞(M), seja E(g) := (TidG)◦g ⊂ TgDif∞(M). A função g 7→ E(g) é
o que se chama uma distribuição na variedade Dif∞(M). Esta distribuição é integrável,
o que significa que para cada f ∈ Dif∞(M) existe uma subvariedade, localmente única,
F ⊂ Dif∞(M) tal que TgF = E(g) para todo g ∈ F. Uma tal subvariedade F diz-
se uma folha da distribuição E. As folhas da distribuição E são as classe direitas
G ◦ g, com g ∈ Dif∞(M). Notamos que estas classes formam uma partição do grupo
Dif∞(M). Seja F = G ◦ h, com h ∈ Dif∞(M). Pela proposição 18, dado g ∈ G ◦ h,
TgF = Tg(G ◦ g) = (TidG) ◦ g = E(g), o que mostra que F = G ◦ g é uma folha de E.
O teorema resulta do seguinte prinćıpio:
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Dada uma isotopia suave gt ∈ Dif∞(M) tal que dgt
dt
∈ (TidG) ◦ gt = E(gt) para todo o

t então {gt} ⊂ F para alguma folha F de E.

É claro que este prinćıpio pressupõem que G seja uma variedade. Considerando agora
X ∈ TidG e definindo gt = etX , temos g0 = id e dgt

dt
= d

dt
etX = X ◦ etX ∈ (TidG) ◦ gt =

E(gt), para todo o t. Logo, por aplicação do referido prinćıpio etX = gt ∈ G ◦ g0 = G
para todo t.

Os teoremas da função inversa e da função impĺıcita são válidos em espaços de
Banach. Eles sustentam uma extensão da Geometria Diferencial a espaços de Banach
de dimensão infinita [1]. Na demonstração seguinte fazemos breve uso do conceito de
variedade de Banach.

Prova. Dada uma base (X1, . . . , Xn) de g = TidG consideremos isotopias suaves
g1(t), . . ., gn(t) em G tais que gi(0) = id e dgi

dt
(0) = Xi, para cada i = 1, . . . , n.

Definimos a aplicação suave g : g → G por g(t1X1 + . . . + tnXn) = g1(t1) · · · gn(tn).

É claro que Dg0 = idg. Consideremos agora a variedade de Banach Dif1(M). Existe
uma aplicação de classe C1, e : X1(M)→ Dif1(M), tal que e(0) = id e De0 = idX1(M).

Como vimos na secção 7, a aplicação exponencial exp : X1(M) → Dif1(M) não é
de classe C1. Considerando em M uma estrutura Riemanniana, ela determina uma
aplicação, também chamada exponencial, exp : TM → M . Para cada v ∈ TpM ,
exp(p, v) dá-nos a posição, ao fim duma unidade de tempo, da geodésica que passa
por p com velocidade v. Com esta exponencial definimos e : X1(M) → Dif1(M) por
e(X) p = exp(p,X(p)). Facilmente se vê que esta aplicação é de classe C1 com e(0) = id
e De0 = idX1(M). O subespaço de dimensão finita g ⊆ X1(M) admite um suplemento

fechado E ⊆ X1(M) com X1(M) = g⊕E. Definimos então f : X1(M)→ Dif1(M) pondo
f(X + Y ) = g(X) ◦ e(Y ). Esta aplicação é uma extensão C1 de g que ainda satisfaz
f(0) = id e Df0 = idX1(M). Pelo teorema da função inversa, existem vizinhanças U

de id em Dif1(M) e V de 0 em X1(M) onde a inversa f−1 : U → V está bem definida
e é de classe C1. Designando por Π : X1(M) → E a projecção linear paralela a g,
definimos V : U ⊂ Dif1(M)→ E por V (h) = Π ◦ f−1(h). A função V é de classe C1 e
por definição satisfaz a igualdade

(10) V (g(X) ◦ e(Y )) = Y para todo Y ∈ E .

Em particular temos que h ∈ G para todo h ∈ U tal que V (h) = 0. Como veremos isto
implica que

(11) DVh(X ◦ h) = 0 para todo h ∈ U e X ∈ g .

Vamos concluir a prova do teorema antes de provar (11). Para relacionar a prova que
segue com o argumento heuŕıstico acima observamos que as pré-imagens de V formam
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uma folheação de classe C1 no aberto U que corresponde à decomposição em classes
direitas. Dado X ∈ g, temos V (e0X) = V (id) = 0 porque f(0) = id. Por (11) temos

d

dt
V (etX) = DVetX (X ◦ etX) = 0 para t suficientemente pequeno .

Logo V (etX) é constante igual a zero, o que implica que etX ∈ G para todo o t tal
que etX ∈ U. Mas como G é um grupo, etX ∈ G para todo o t ∈ R. Em particular
exp(X) = eX ∈ G.

Para provar (11) definimos para cada Y ∈ E, GY := g(g ∩ V) ◦ e(Y ) = U ∩ V −1(Y ).
Observamos que G0 := g(g∩V) = U∩V −1(0) é uma região aberta de G. Como Df−1

0 =
id temos que DVid = Π : X1(M) → E é uma aplicação linear cont́ınua e sobrejectiva.
Logo escolhendo U suficientemente pequena podemos supor que DVh : ThDif1(M)→ E

é sobrejectiva para todo h ∈ U. Segue daqui que cada GY , com Y ∈ E ∩ V, é uma
subvariedade de classe C1 em Dif1(M). Por (10) temos que V (h) é constante igual a
Y sobre GY o que implica que DVh(Z) = 0 para todo o vector Z ∈ ThGY , h ∈ GY .
Finalmente, (11) resulta de adaptar o argumento da proposição 18 às variedades GY .

A partir do difeomorfismo g : g∩V→ G0 podemos definir para cada h ∈ G um novo
difeomorfismo gh : g ∩ V→ hG0, pondo gh(Y ) := h ◦ g(Y ). Esta famı́lia de aplicações
de classe C1 determina em G uma estrutura de subvariedade imersa em Dif1(M) de
classe C1. tu

Definamos agora

L(G) = {X ∈ X∞(M) : etX ∈ G, ∀t ∈ R } .

Corolário 5. Dado um grupo de difeomorfismos G ⊆ Dif∞(M) com dimensão finita,
TidG = L(G).

Prova. Dado X ∈ L(G), ft = etX é uma isotopia suave em G tal que f0 = id e
dft
dt
|t=0 = X. Logo X ∈ TidG. A inclusão rećıproca, TidG ⊆ L(G), segue do teorema 3.

tu

10. Grupos Topológicos

Chama-se grupo topológico a um grupo G munido de uma topologia que torna
cont́ınuas as operações de multiplicação m : G × G → G, m(g, h) = g h, e de in-
versão i : G → G, i(g) = g−1. A topologia num grupo topológico G fica determinada
por um sistema fundamental de vizinhanças do elemento neutro e ∈ G, no sentido
que se {Ui}i for um tal sistema de vizinhanças então para cada g ∈ G, {g Ui}i é um
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sistema fundamental de vizinhanças do elemento g. Isto segue das translações à es-
querda Lg : G→ G, Lg(h) = g h, serem homeomorfismos de G. Recordemos que um
grupo topológico G se diz conexo quando os únicos subconjuntos de G simultâneamente
abertos e fechados são ∅ e G. Um grupo topológico G diz-se localmente conexo se o
elemento neutro e ∈ G admitir um sistema fundamental de vizinhanças conexas.

Proposição 19. Para qualquer grupo topológico localmente conexo G, a componente
conexa G0 de G que contém o elemento neutro e ∈ G é um subgrupo aberto e fechado
de G.

Prova. Como m(G0 × G0) é um conexo que contém e ∈ G, m(G0 × G0) ⊆ G0.
Analogamente, porque i(G0) é um conexo que contém e ∈ G, i(G0) ⊆ G0. Logo G0 é
um subgrupo de G. Como G é localmente conexo, G0 é uma vizinhança do elemento
neutro, pelo que, sendo um subgrupo, G0 é aberto. Todo o subgrupo aberto G0 ⊂ G é
também fechado porque G0 é o complementar em G da união de todas as classes g G0

distintas de G0, todas elas abertas. tu

Supondo M compacta Dif∞(M) é um grupo topológico com uma topologia definida
à custa da seguinte noção de convergência: Dados difeomorfismos f, fn ∈ Dif∞(M),
fn converge para f em Dif∞(M) sse fn → f em Difk(M), para todo k ∈ N. Este
grupo é localmente conexo porque qualquer difeomorfismo próximo da identidade é
suavemente isotópico à identidade em Dif∞(M). Em geral não é conexo. Por exemplo,
se a variedade M for orientável então a componente conexa da identidade em Dif∞(M)
não contém transformações que invertam a orientação.

Para cada grupo de difeomorfismos G ⊆ Dif∞(M) com dimensão finita, podemos
considerar em G duas topologias que fazem dele um grupo topológico:

(1) A topologia induzida como subespaço topológico de Dif∞(M),
(2) A topologia induzida pela aplicação exp : TidG → G. Designando por Bε(0)

a bola de raio ε > 0 em TidG, {expBε(0)}ε>0 é um sistema fundamental de
vizinhanças do elemento neutro em id ∈ G. Esta topologia é mais fina do que a
anterior, o que significa que a aplicação inclusão de G em Dif∞(M) é cont́ınua.

Vamos nos referir à segunda como a topologia intŕınseca de G. O grupo G é sempre
localmente conexo relativamente à topologia intŕınseca. Adiante veremos exemplos em
que as duas topologias diferem.

11. Coordenadas Exponenciais

Seja G ⊆ Dif∞(M) um grupo de difeomorfismos com dimensão finita. Fixemos ε > 0
suficientemente pequeno de forma que a aplicação exponencial seja um difeomorfismo
de Bε(0) ⊂ TidG em Vε = expBε(0) ⊂ G. Para cada g ∈ G definimos ξg : Bε(0)→ g Vε,
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por ξg(X) = g eX . Dizemos que cada ξg é um sistema de coordenadas exponencial do
grupo G.

Proposição 20. Para ε > 0 suficientemente pequeno a famı́lia {ξg : Bε(0) → G}g∈G
forma um atlas que define uma estrutura diferenciável anaĺıtica na variedade G. Este
atlas determina também a topologia intŕınseca de G.

Prova. Suponhamos que ξg1(Bε(0)) ∩ ξg2(Bε(0)) 6= ∅. Sejam X1, X2 ∈ Bε(0) tais que
g1 ◦ eX1 = g2 ◦ eX2 . Então (g2)

−1 ◦ g1 = eX2 ◦ e−X1 = eC(X2,−X1). Seja Z = C(X2,−X1).
Dados X, Y ∈ g, se Y = (ξg2)

−1 ◦ ξg1(X) então ξg2(Y ) = ξg1(X), o que implica

eZ = (g2)
−1 ◦ g1 = eY ◦ e−X .

Logo eY = eZ ◦ eX , e portanto(
(ξg2)

−1 ◦ ξg1
)

(X) = Y = C(Z,X)

é uma função anaĺıtica de X ∈ g. Ao longo das contas acima necessitamos tomar
ε > 0 suficientemente pequeno de modo que a expressão C(C(X2,−X1), X) esteja bem
definida quaisquer que sejam X1, X2, X ∈ Bε(0). tu

12. A Correspondência de Lie

Dada uma subálgebra de Lie g ⊂ X∞(M) podemos associar-lhe o subgrupo

Γ(g) = { eX1 ◦ · · · ◦ eXk ∈ Dif∞(M) : X1, . . . , Xk ∈ g, k ∈ N }
gerado pela subálgebra g.

Proposição 21. Dado um grupo de difeomorfismos G ⊆ Dif∞(M) com dimensão
finita, se G é conexo então Γ(L(G)) = G.

Prova. É óbvio que Γ(L(G)) ⊆ G. Como L(G) = TidG, pelo teorema 3 o subgrupo
Γ(L(G)) é aberto de G. Logo também é fechado, e como G é conexo, G = Γ(L(G)). tu

Proposição 22. Dada g ⊆ X∞(M) subálgebra de dimensão finita, L(Γ(g)) = g.

A demonstração seguinte faz uso do conceito de dimensão topológica, do qual usamos
apenas as seguintes propriedades:

(1) A dimensão topológica dum espaço linear real coincide com a sua dimensão
algébrica.

(2) Toda a união numerável de subespaços topológicos de dimensão ≤ n tem ainda
dimensão topológica ≤ n.
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Referimos o livro [3] para o conceito de dimensão topológica. A prova pode também ser
facilmente modificada substituindo a dimensão topológica pelo conceito mais elementar
de conjunto residual (de 2a categoria), fazendo depois uso do Teorema de Baire.

Prova. Consideremos as vizinhanças Bε(0) de 0 em g e Vε = { eX : X ∈ Bε(0) } de
id em Γ(g). Para cada k ∈ N definimos

V k
ε = { eX1 ◦ . . . ◦ eXk : X1, . . . , Xk ∈ Bε(0) } .

Combinando o teorema 3 com a proposição 15, para ε > 0 suficientemente pequeno, o
conjunto V k

ε é imagem pelo difeomorfismo local exponencial duma certa região aberta
em g. Logo V k

ε tem dimensão topológica dimtop(V k
ε ) = dim g. De Γ(g) = ∪∞k=1V

k
ε

segue que dimtop(Γ(g)) = dim g. Como o grupo G = Γ(g) tem álgebra de Lie TidG =
L(Γ(g)), temos dimtop(Γ(g)) = dimL(Γ(g)), o que implica que dimL(Γ(g)) = dim g.
Finalmente, porque a inclusão de espaços vectoriais g ⊆ L(Γ(g)) é óbvia, a igualdade
segue. tu

Juntando as duas proposições obtemos o teorema fundamental da Teoria de Lie.

Teorema 4. A aplicação g 7→ G = Γ(g) estabelece uma bijecção entre subálgebras de
Lie com dimensão finita g ⊂ X∞(M), e subgrupos de Lie conexos com dimensão finita
G ⊂ Dif∞(M).

13. Grupos de Lie Abstractos

Chama-se grupo de Lie a um grupo com uma estrutura de variedade suave (C∞)
tal que as operações de multiplicação m : G × G → G, m(g, h) = g h, e de inversão
i : G→ G, i(g) = g−1, sejam suaves.

Ao longo desta secção G representará sempre um grupo de Lie. Para cada g ∈ G
definem-se Lg : G → G, Lg(h) = g h, e Rg : G → G, Rg(h) = h g. A aplicação Lg
diz-se uma translação esquerda de G, enquanto Rg se diz uma translação direita de G.
Estas translações satisfazem, quaisquer que sejam g, h ∈ G
(12) Lg h = Lg ◦ Lh e Rg h = Rh ◦Rg ,

sendo em particular difeomorfismos com (Lg)
−1 = Lg−1 e (Rg)

−1 = Rg−1 . Definimos

GL(G) = {Lg : g ∈ G } ⊂ Dif∞(G) ,

GR(G) = {Rg : g ∈ G } ⊂ Dif∞(G) .

As relações (12) mostram que estes conjuntos são subgrupos de Dif∞(G) isomorfos a
G. Na verdade as aplicações L : G→ GL(G), g 7→ Lg, e R−1 : G→ GL(G), g 7→ Rg−1 ,
são isomorfismos de grupos.
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Um campo X ∈ X∞(G) diz-se invariante à esquerda quando (Lg)∗X = X para todo
g ∈ G. Analogamente, dizemos que X ∈ X∞(G) é invariante à direita se (Rg)∗X = X
para todo g ∈ G. Designamos por XL(G), respectivamente XR(G), o conjunto de todos
os campos X ∈ X∞(G) invariantes à esquerda, respectivamente à direita.

Proposição 23. XL(G) e XR(G) são subálgebras de Lie de X∞(G).

Prova. Exerćıcio. tu

Proposição 24. Dado f ∈ Dif∞(G),

(1) f ∈ GL(G) ⇔ Rg ◦ f = f ◦Rg, ∀g ∈ G.
(2) f ∈ GR(G) ⇔ Lg ◦ f = f ◦ Lg, ∀g ∈ G.

Prova. Exerćıcio. tu

A proposição seguinte mostra que XR(G) = TidGL(G) é a álgebra de Lie de GL(G),
enquanto XL(G) = TidGR(G) é a álgebra de Lie de GR(G).

Proposição 25. Valem as relações

(1) L (GL(G)) = XR(G),
(2) L (GR(G)) = XL(G),
(3) Γ (XL(G)) ⊆ GR(G), com igualdade sse G é conexo,
(4) Γ (XR(G)) ⊆ GL(G), com igualdade sse G é conexo.

Prova. Dado X ∈ XR(G), por ser invariante à direita temos

d

dt
(Rg ◦ etX)(x) = (DRg)etXxX(etXx) = X

(
Rg ◦ etX(x)

)
,

o que prova que (Rg ◦ etX)(x) e etXRg(x) são soluções do mesmo problema de
valor inicial. Logo Rg ◦ etX = etX ◦ Rg para todo g ∈ G, o que pela proposição 24
implica que etX ∈ GL(G), e portanto que X ∈ L (GL(G)). Este mesmo argumento
serve para mostrar a inclusão Γ (XR(G)) ⊆ GL(G) no item (4). Reciprocamente, se
X ∈ L (GL(G)), de novo pela proposição 24 temos Rg ◦ etX = etX ◦ Rg para todo
t ∈ R e g ∈ G. Derivando esta relação em t = 0 obtemos que (Rg)∗X = X, donde
X ∈ XR(G). Fica assim provado (1). A igualdade em (4) quando G é conexo resulta
de Γ (XR(G)) ser um subgrupo aberto de GL(G). As provas dos itens (2) e (3) são
análogas. tu

Vamos agora usar o isomorfismo de grupos L : G → GL(G), que é também um
difeomorfismo de variedades, para definir a álgebra de Lie, a aplicação exponencial e
as representações adjuntas do grupo de Lie abstracto G.
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13.1. A álgebra de Lie. A derivada do difeomorfismo L no elemento neutro e de G
é um isomorfismo DLe : TeG → XR(G) = TidGL(G), que podemos usar para puxar
para TeG a estrutura de álgebra de Lie em XR(G). Assim, define-se o parêntesis de
Lie em TeG por [u, v] := [(DLe)u, (DLe)v](e), onde o parêntesis à direita corresponde
à derivada de Lie de dois campos invariantes à direita.

Para cada v ∈ TeG definimos

(13) Xv(g) = (DRg)ev .

Por construção é óbvio que Xv é um campo invariante à direita, i.e., Xv ∈ XR(G).

Proposição 26. O isomorfismo DLe : TeG → XR(G) é dado explicitamente por
DLev = Xv, enquanto o isomorfismo inverso (DLe)

−1 : XR(G) → TeG é dado por
(DLe)

−1X = X(e).

Prova. Seja g(t) uma curva suave em G tal que g(0) = e, g′(0) = v. Derivando temos

d

dt
Lg(t)(h) =

d

dt
(g(t)h) =

d

dt
Rh(g(t)) = (DRh)g(t)g

′(t) .

Observemos que Lg(t) é uma isotopia suave em GL(G) tal que Lg(0) = id. Fazendo t = 0
obtemos

{(DLe)v} (h) =
d

dt
Lg(t)(h)|t=0 = (DRh)ev = Xv(h) .

Como Xv(e) = v a expressão do isomorfismo inverso (DLe)
−1 : XR(G) → TeG corre-

sponde à avaliação em e. tu

13.2. A representação da álgebra de Lie. A representação adjunta da álgebra de
Lie g = TeG do grupo G define-se por adG : TeG→ Der(TeG), adG(v)u = [u, v]. Pela
proposição 2, Der(TeG) é uma subálgebra de Lie de L(TeG), e usando a proposição 3,
vemos que adG : TeG→ Der(TeG) é um homomorfismo de álgebras de Lie.

Com o objectivo de relacionar as duas representações adjuntas adG : TeG→ Der(TeG)
e ad : XR(G)→ Der(XR(G)) consideremos a seguinte definição. Sejam g e g′ álgebras
de Lie, e E, E ′ espaços lineares. Dizemos que duas representações ρ : g → L(E)
e ρ′ : g′ → L(E ′) são isomorfas quando existem um isomorfismo de álgebras de Lie
φ : g → g′ e um isomorfismo linear ξ : E → E ′ tais que ρ′(φ(x)) y = ξ(ρ(x) ξ−1y),
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quaisquer que sejam x ∈ g, y ∈ E ′. Por outras palavras, o diagrama seguinte comuta

g
φ−−−→ g′

ρ

y yρ′
L(E)

ξ∗−−−→ L(E ′)

,

onde ξ∗ : L(E) → L(E ′) é definido por ξ∗A = ξ ◦ A ◦ ξ−1. Dizemos então que o par
(φ, ξ) é o isomorfismo entre as duas representações.

Proposição 27. As representações adG : TeG → L(TeG) e ad : XR(G) → L(XR(G))
são isomorfas através do isomorfismo (DLe, (DLe)∗).

Prova. Exerćıcio. tu

13.3. A aplicação exponencial. A exponencial de G é a aplicação expG : TeG→ G
definida por expG(v) := (expXv) e, sendo Xv o campo invariante à direita definido
em (13). Observemos que para cada v ∈ TeG, a função fv : R → G definida por
fv(t) = expG(t v) é o único homomorfismo de grupos suave tal que f ′v(0) = v.

Proposição 28. O diagrama seguinte é comutativo.

TeG
DLe−−−→ XR(G)

expG

y yexp

G
L−−−→ GL(G)

Prova. Exerćıcio. tu

Por definição tem-se (D expG)0 = idTeG.

13.4. A representação do grupo. A representação adjunta do grupo G é a aplicação
AdG : G→ L(TeG) definida por

AdG(g) v :=
d

dt

(
g expG(t v) g−1

)
t=0

= D(Lg ◦Rg−1)ev

= (DLg)g−1(DRg−1)e v = (DRg−1)g(DLg)e v .

A igualdade entre as duas últimas expressões é consequência da relação de comutativi-
dade Lg ◦Rg−1 = Rg−1 ◦Lg. Esta aplicação é um homomorfismo de grupos com valores
no grupo Aut(TeG) dos automorfismos lineares de TeG.



GRUPOS DE LIE 31

Sejam G e G′ grupos, e E, E ′ espaços lineares. Dizemos que duas representações
ρ : G → Aut(E) e ρ′ : G′ → Aut(E ′) são isomorfas quando existem um isomorfismo
de grupos φ : G → G′ e um isomorfismo linear ξ : E → E ′ tais que ρ′(φ(g))x =
ξ(ρ(g) ξ−1x), quaisquer que sejam g ∈ G, x ∈ E ′. Por outras palavras, o diagrama
seguinte comuta

G
φ−−−→ G′

ρ

y yρ′
Aut(E)

ξ∗−−−→ Aut(E ′)

,

onde ξ∗ : Aut(E) → Aut(E ′) é definido por ξ∗A = ξ ◦ A ◦ ξ−1. Dizemos então que o
par (φ, ξ) é o isomorfismo entre as duas representações.

Proposição 29. As representações AdG : G→ Aut(TeG) e Ad : GL(G)→ Aut(XR(G))
são isomorfas através do isomorfismo (L, (DLe)∗).

Prova.

(DLe)
−1 (Ad(Lg)(DLe)v) = {Ad(Lg)Xv}(e) = (DLg)g−1Xv(g

−1)

= (DLg)g−1(DRg−1)ev = Ad(g) v

que equivale a

Ad(Lg)X = (DLe)(Ad(g) (DLe)
−1X) .

tu

14. Relações entre um grupo de Lie abstracto e a sua álgebra de Lie

Os grupos de Lie abstractos satisfazem com as respectivas álgebras de Lie exacta-
mente as mesmas relações que os subgrupos de Dif∞(M) com dimensão finita.

Proposição 30. Dado um grupo de Lie de dimensão finita G, quaisquer que sejam
g ∈ G, v, w ∈ TeG,

expG(AdG(g) v) = g expG(v) g−1

AdG(expG(v)) = eadGv

(D expG)v w = (DLexpG v)e η(adGv)w

Prova. Exerćıcio. tu
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Teorema 5. Em qualquer grupo de Lie de dimensão finita G, a aplicação h 7→ Γ(h),
onde Γ(h) representa o subgrupo de G gerado por expG(TeG), estabelece uma bijecção
entre o conjunto das subálgebras de Lie de g = TeG, e o conjunto dos subgrupos conexos
de G.

Prova. Exerćıcio. tu

Proposição 31. Dado um homomorfismo suave φ : G→ G′ entre dois grupos de Lie
G e G′, qualquer que seja v ∈ TeG,

f(expG(v)) = expG′(Dfe v)) .

Por outras palavras, o diagrama seguinte é comutativo

TeG
Dfe−−−→ TeG

′

expG

y yexpG′

G
f−−−→ G′

Prova. Exerćıcio. tu

Valem as mesmas fórmulas para a multiplicação do grupo em coordenadas exponen-
ciais. Por exemplo, dados X, Y ∈ TeG com normas suficientemente pequenas

C(X, Y ) =

∫ 1

0

η
(

log
(
etadX etadY

) )−1 (
etadX etadY X + etadY Y

)
dt .

15. Subgrupos não fechados

Consideremos o grupo comutativo T2 = R2/Z2. A álgebra de Lie de T2 é g = R2

munida do parêntesis de Lie comutativo (nulo), enquanto a exponencial de T2 é dada
por expT2(v) = v mod Z2. Fixado λ ∈ R, seja hλ a recta paralela ao vector (1, λ). Como
g = R2 é comutativo, o subespaço hλ é uma subálgebra. Consideremos o subgrupo
associado à subálgebra hλ, Hλ = { (t, λ t) ∈ T2 : t ∈ R} = expT2(hλ) = Γ(hλ).

Proposição 32. Dado λ ∈ R,

(1) Se λ ∈ Q então Hλ é uma curva fechada. Neste caso a topologia intŕınseca de
Hλ coincide com a topologia induzida por T2.

(2) Se λ ∈ R − Q então Hλ é denso em T2. Neste caso a topologia intŕınseca de
Hλ é mais fina do que a topologia induzida por T2.
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Prova. Consideremos o homomorfismo fλ : R → T2, fλ(t) = (1, λ t) mod Z2,

cuja imagem coincide com o subgrupo Hλ. É óbvio que Hλ é uma curva fechada sse
a função fλ é periódica com peŕıodo inteiro, ou seja sse (p, λ p) = (p, n) para certos
inteiros p, n ∈ Z, e esta última condição é equivalente a λ = n/p ∈ Q. Neste caso Hλ

é compacto, o que implica a coincidência das duas topologias.

Suponhamos agora que λ ∈ R − Q. O conjunto E = {n + λm : n,m ∈ Z } é
um subgrupo não ćıclico de R. Logo E é denso em R, o que implica que fλ(Z) seja
denso em {0}×T e Hλ = fλ(R) seja denso em T2. Com a topologia intŕınseca em Hλ,
fλ : R→ Hλ é um homeomorfismo. A topologia induzida por T2 em Hλ é menos fina.
Dois pontos p = fλ(t) e q = fλ(s) estão próximos nesta topologia quando a distância
entre p e q medida em T2 for pequena, mesmo que |t− s| seja grande e p = fλ(t) e
q = fλ(s) estejam afastados na topologia intŕınseca. tu

A álgebra de Lie dos campos invariantes (à esquerda e à direita) Xi(T2) é formada
pelos campos de vectores constantes Xv ≡ v. O grupo a um parâmetro de difeomor-
fismos associado ao campo constante Xv é definido por etXv p = (p+ t v) mod Z2. Seja
Gi(T2) o grupo, isomorfo a T2, de todas as translações em T2. Da proposição anterior
resulta que

Exemplo 3. A topologia intŕınseca do subgrupo Gλ ⊂ Dif∞(T2) das translações parale-
las ao vector (1, λ) coincide com a topologia induzida por Dif∞(T2) sse λ for racional.
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